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Cwojdzin s k i:   Trigonometrische  Studien. 


I. 


Trigonometrische  Studien, 

Von 

Kasimir  Cwojdzinsici 

in  Posen. 


I.    Berechnung  des  Winkels  ans  einer  Function 

desselben. 

Haben  wir  einen  Kreis  M  mit  dem  Radius  «  1  und  in  dem- 
selben den  Centriwinkel  BMA  «  a,  so  ist  das  von  B  auf  AM  ge- 
fällte Lot 

Xj  —  sin  a 

das  entsprechende  Lot  in  einem  halb  so  grossem  Centriwinkel  eines 
Kreises  vom  doppelten  Radius 

er 


0^2  =  2  sin  ^   analog  würde 


A     '      " 

ajj  =  4sin2 


«4  «  Ssin^  sein 


Bilden   wir  die  Quotienten  je  zweier  benachbarter,  dann   erhalten 

Xi        sin« 
y^iT   —  — oder 

2sin2 
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X^ 


Z 


-  «  COS  ö  analog 


-  —  cos  7,  ferner 

x^  a 

—  ««  COS  ö  n.  8.  w. 
Drücken  wir  x  z.  B.  074  dorch  x^  ans,  dann  ist 


«4 


«1 


a  et  a 

COS  21  .  cos  gj  .  cos  23 

Entsprechend  mnss 


iL 
cos  gl  .  cos  22  •  cos  23 .  cos  24  •  •  •  cos  2^ 


«  00  *= 1 sein. 


Da  nun  xoq  mit  dem  Bogen  des  zagehörigen  Winkels  zusammen- 
fallen mnss,  nnd  dieser  gleich  allen  Bögen  der  durch  die  ohen  er- 
wähnte Operation  erhaltenen  Centriwinkel  ist,  ferner  a?,  «=•  sin  a  und 

cos  ööö  ""1  ist,  so  ist 

sina 


1)        «00    '=  *(o)  = 


Ol     *     cos     na        •     cos     fy*     •         •  •  •      X 


Nach  dieser  Formel  könnte  man  Bögen  derjenigen  Winkel  berech- 
nen, deren  Functionen  leicht  berechenbar  sind,  z.  B. 

^(360)    oder    6(300)     oder  6(450) 

Alle  anderen  Bögen  lassen  sich  nach  der  Formel 

u  biß) 
ha)  -  -J- 

auf  jene  reduciren. 

In  diese  Formel  den  Wert  ans  1)  gesetzt,  giebt 
ox        , IBO.sin/g 

2)         hia) ß  ß  ß 

ß  .  cos  rti  •  cos  Ö2  •  COS  Ö8  •     •     •     •  ^ 

Pa  TT  =  6(180  )  ist,  so  ist 


3)  n 


öwojdzin$kii  Trigonometrische  Studien. 

180  .  sin  o 


et  et 

a  .  cos  öl  •  cos  Hg  •   •    •   •  1 


In  dieser  Gleichung  kann  et  Werte  durchlaufen  ohne  den  Wert 
des  Bruches  zu  ändern;  er  bleibt  stets  gleich  dem  Halbkreise  vom 
Radius  =  1. 

Eine  andere  Umformung  von  Gl.  3)  giebt  den  Wert  eines 
Winkek  an  aus  seiner  Function,  es  ist 

180  .  sin« 
4)  a  =^ 


%  COS  öl  •  cos  ^  .        .    .  1 


a.  et  a  et 

Löst  man  sin«  in  2»» .  coSqi  •  cos  ö«  •    •  •  cosöt»  •  sin  2~,  auf,  dann 

kann  man  die  genannten  Formeln  verallgemeinern. 
Es  wäre  Gl.  3) 

180-  2»»  .  sin|„ 

5)  7C  =    


^  •  COS.2^j_2  .  cos   2n+2  •     •     •     •  1 


In  der  Form  .   .   .    könnte    diese    Gleichung   zur    Ver- 
wandlung der  transcendeuten  Gleichung 

.    et 
P  .  sin  2;,  =  5« 

in  eine  algebraische  benutzt  werden. 
Man  erhielte  die  Gleichung 

p  .n  .cos  ^^^  .  cos  ^;^2  •   •    •  1  —  2»» .  ISOq 

woraus  man  cos  ^^^  finden  könnte  und  weiter  aus  cos  «^    gleich 

o  mit  Hilfe  der  Gl.  5).  Der  Grad  der  Gleichung  würde  aber  ein 
unendlich  hoher  sein,  falls  man  aber  nur  mit  einer  endlichen  Ge- 
nauigkeit rechnete,  so  wtlrde  es  ein  endlich  hoher  werden. 

1* 
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Nun  zuletzt  zu  dem  Verhältniss  der  Seiten  zu  den  Winkeln. 
Es  ist  bekannt,  dass 

nach  1)  ist 

sin« 


cos  2  •  cos  -  .    .    .    .1 


mithin 

/5x  ,.  sin  et  sin  ß 

6)      „..ß..y ,— ^ 

cos  -  .  COS  -  ....  1      cos  ^  .  cos  I ....  1 

siny 


Nach  dem  Sinussatz  ist 

1  ;1:1=  - 


a 


sin  «  *  sin  |5  ■   sin  y 
durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen 

a 


7)      a:  ß:y  = 


a  a  ß  ß 

cos  ö"i  •  cos  ^j2  •     •     •     •  1        cos  öl  •  cos  4^2 


Berücksichtigen  wir  nun  den  Cosinussatz,  nämlich 

und  die  Relation 

a  __  1 /l  +  cosa 
-  =  ^        2 


C0S5  =  ^/-^-^ 


y         y 

COS  2  .  cos  ^  .    .    ,    .1 


.    .  1 


7         y 

cos  —^  .  cos  p  ....  1 


cos 

dann  haben  wir  aus  der  Gleichung  7)    die   trigonometrischen    Be- 
zeichnungen eliminirt.    Es  ist  dann 

a 
8)     a  :  |S  :  y  = 


V'-^  ■  Vli^+V-^)  ■  ■  ■  ■ 


f        ac  f        ah 


•    •    •  .  X 
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Dies  ist  der  Satz  vom  Verhältniss  der  Seiten  zu  den  Winkeln. 

Er  ermöglicht  eine  algebraische  Lösung  der  4  Hauptaufgaben 
der  Trigonometrie.  Es  kommen  dort  6  Grössen  in  Betracht  a,  5,  c, 
a,  /?,  y.  Sollen  3  derselben  gefunden  werden,  so  müssen  3  Glei- 
chungen vorhanden  sein.    Die  erste  lautet 

und  die  beiden  anderen  giebt  unser  Satz  8). 

Sind  die  3  Seiten  gegeben,  so  fällt  die  Berechnung  linear  aus, 
in  den  übrigen  Fällen  aber  führt  die  Berechnung  im  allgemeinen 
auf  Gleichungen  unendlich  hohen  Grades.  Will  mau  jedoch  nur 
eine  gewisse  Genauigkeit  erreichen,  so  wird  man  nur  eine  gewisse 
Anzahl  der  Glieder  gebrauchen  und  der  Grad  der  Gleichung  wird 
endlich.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  der  Grad  desto  höher  wird, 
je  genauer  man  rechnen  will. 

Zuletzt  sei  es  noch  erwähnt,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  Winkel 
in  dem  Verhältniss  1  :  2»»  stehen  (wo  n  eine  ganze  negative  oder 
positive  Grösse  sein  kann),  der  Satz  abgeschlossene  Zahlenwerte 
liefert. 

Z.  B.    Im  Bestimmungsdreieck  des  regulären  10-Ecks  ist 

a  :  j3  «=-  1  :  2    daher 

a        ib^ 


'2a  = 5  ==  — ,  _   .  oder 

cos 


2+2aÄ  *  2 


4ab 
Für  das  reguläre  18-Eck  gilt 

b 


4a  = 


K*^-  |/ä('+|/-^) 


u.    s.    w. 
Der  Satz  ist  zusammen  mit  der  Gleichung 

a  +  ß  +  y  =  1^0 

der  allgemeinste  der  Dreieckslehre,  und  er  enthält  auch  fast  alle 
Dreieckssätze.  Obwol  er  nur  schwerlich  praktische  Anwendung 
finden  kann,  ist  der  Satz  jedoch  als  Wahrheit  für  sich  erwähnungs- 
wert. 
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IL    Das  Verhältniss  der  Seiten  zu  den  Winkeln 

im  Dreieck. 

Haben  wir  einen  Winkel   a  «=-  AMB^   wo  -43/—  MB  =  1,    so 
ist  das  Lot  xi  von  B  auf  AM 

Xi  =  sin  a 

das  entsprechende  Lot  in  einem  balbsogrossem  Centriwinkel  eines 
Kreises  vom  doppeltem  Radius  ist 

x^  =  2  sin  -,  aualog 


arg  «  2^sin— j,  u.  s.  w. 

Quotient 

0?! 

sin  o               o    ^ 

^2 

« 

—             K^  COS  i»,  lerner 
2sin  ^ 

«2 
a^3 

«  cos  28  analog 

Xn 

-  cos  - 

Xi 

o  a  «  a 

COS  ^  .  cos  ,^  .  COS  ^3  .   .   .  cos  j,, 


Nun  fällt  xq^  mit  dem  zugehörigem  Bogen  zusammen,  ist  demnach 
—  dem  Bogen  von  a  (5(a)),  mithin 


da  «1  «»  sin«    und    cos^ 

sina 
^2  •  <^0o  ^3 


""   =1 


1)      i(„)  = 

'         ^  ''  a  a  « 

cos  4^^  .  cos  Hjj  .  cos  ,Tg  .     .     •     .  1 


Nun  ist  es  bekannt,  dass 
mithin 


2)     a  :  ß  :y 
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sin  a 


COS  jj  cos  Ö2  •  cos  ^3  .     .     .     .  1 


22  •  ^"°  2^ 

sin  /?  sin  y 


ß  ß  '         Y         Y 

cos  öl  •  cos  2^  .   .   .   .1      cos  21  cos  02  •   •   •   -1 


Nach  dem  Sinussatz  ist 

a 


1:1:1 


sin  CK  *  sin  j3      sin  y 
Durch  Multiplication  dieser  Gl.  mit  Gl.  2)  erbalten  wir 


3)     a:ß:y=  - 


a  a 


ß    ....  fi 


cos  ^1  .  cos  ^2  •  •  •  '  ^    cos  öi  •  cos  22-  •  •  •  1 

C 


Y  Y 

cos  ^1  cos  Ö2  •  •  •  •   -IL 


Mit  Anwendung  des  Gosinussatzes 


«       I  /s{8  --  g)     . 


4)     a  rß  :  y  ' 


J/^^  •  |/K'+  K^^  • ') 


•      •      •      •     JL 


r        a<?       '    *    "    *  r        oÄ 

■     ■■  =3<:  ■    '  —  ■  ■■    ■„■■•-■  = 

Dieser  Satz  ermöglicht  zusammen  mit  der  Gleichung 

a  +  ß  +  y  =  ISO^ 

eine  algebraische  Lösung  der  4  Hauptaufgaben  der  Trigonometrie. 
Im  Falle,  wo  die  3  Seiten  gegeben  sind,  wird  die  Bereehnung  linear, 
in  den  übrigen  Fällen  führt  sie  auf  Gleichungen  unendlich  hohen 
Grades.  Benutzt  man  aber  nur  eine  gewisse  Anzahl  der  Glieder, 
dann  wird  sie  endlich  hohen  Grades,  und  das  Resultat  wird  auch 
nur  auf  eine  gewisse  Anzahl  der  Deci malstellen  richtig  sein.  In  den 
Fällen,  wo  a :  /?  ■=  1  :  2»»  (wo  n  eine  ganze  Zahl  ist)  liefert  der  Satz 
beendete  Zahlenausdrücke. 
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GL  1)  kann  zur  Berechnung  von  Bögen  benutzt  werden,  ist  je- 
doch die  Function  des  zugehörigen  Winkels  unbekannt ,  dann  würde 
die  Form  dienlich  sein: 

ösina 
5)  i(^)  . 


a  cos  ^j  ,  cos  Ö2  •    •    .    -1 


2» 
w  oraus  sich  fttr  7t 

180  sin« 


6)  n 


•    •    •    •  X 


ce  cos  ji  .  COS  Ö2 


ergiebt;  und  hieraus  wieder  eine  Formel,  die  den  Winkel  aus  seiner 
Function  angiebt: 

ISOsina 
7)  «= 


•      •      •      •    JL 


n  COS  ^1  COS  p2 


III.    Die  Veränderung  von  Kreisbögen  unter 
Beibehaltung  ihrer  Länge. 

Bezeichnungen:  Wir  bezeichnen  den  Bogen,  welcher  dem 
Centriwinkel  a  entpricht  und  dem  mit  dem  Radius  r  geschlagenen 
Kreise  angehört,  mit 

br{a),  ist  r  «*  1,  dann  mit 
b(a)  oder  Bogen  a 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Umfang  des  Kreises  u  ^^^  27rr  beträgt 
ferner  dass 

br{a)  :2nr  =  a: 360,  ebenso  dass 

br'ia') :  2jjr'  «  a'  :  360;  hieraus  folgt 

,  2nrct 

**'^«>  =  -36Ö~    '^^^ 

2  Tir'  et' 

br(a)  :  br'(a')  ==»  r«  :  r'a\    dasselbe  in  Worten: 

Bögen  zweier  Kreise  verhalten  sich  wie  die  Producte  aus  den  zu- 
gehörigen Centriwinkeln  und  Radien. 
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Dieser  Satz  ermöglicht  eine  Art  geometrischer  Reetification  des 
Kreises  und  das  progressive  Gerademachen  und  progressive  Krüm- 
men der  Bögen,  ohne  dass  dieselben  ihre  Länge  verändern. 

Ist  z.  B.  br{a)  gegeben,  nnd  man  soll  diesen  Bogen  mehr  krttm- 

men,  so  müssen  wir  z.  B.  a  vern fachen  und  den  Badius  mit  n  divi- 

diren;    und  umgekehrt,  soll  br{a)  mehr  gerade  gemacht  werden,   so 

müssen  die  hier  angegebenen  Operationen  vertauscht  werden.     Es 

wäre  dann 

hr{a)  :  hnr  f  "  )  '==  (a  .  r)   :  f -^  .  nr  j 

=  «r  :  «r,  das  heisst 

br[a)    =    ^t*ry-J 

Nun  ist  klar,  dass  das  Gerademachen  der  Bögen  nur  in  den 
Fällen  möglich  ist,  wo  die  nötige  Teilung  durchführbar  ist. 

Durch  unendlich  mal  fortgesetztes  derartiges  Operiren  würde 
man  aus  einem  Kreisbogen  eine  Gerade  und  umgekehrt  machen 
können. 

Wir  führen  diese  Construction  hier  aus,  da  sie  als  Figur  für 
die  folgenden  Ausführungen  benutzt  werden  kann. 

Gegeben  *r(o),  gesucht  b  oor  (^ ).  Die  Ausführung  ist  aus  der 
Figur  ersichtlich. 

Die  Punkte  B^Bi  .  .  .  bilden  natürlich  eine  besondere  Curve, 
deren  Construction  auch  die  Reetification  des  Kreises  lösen  würde, 
es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  dieselbe  noch  weit  schwieriger  zu 
berechnen  ist,  als  der  Kreis  selbst. 


IV.     Die   Berechnung   von   Kreisbögen  ohne   Benutzung 
von    n  und  die  sich  daraus  für  diese  Zahl  ergebenden 

Reihen. 

Die  bisherigen  Ausführungen  enthielten  eine  rein  geometrische, 
mithin  auch  unausführbare  Reetification  des  Bogens. 

Fällen  wir  von  den  Punkten  B^,  B^  ,   .   .  Lote  auf  AM,  dann 
ist  das  erste  Lot 


10  Cwojdzinski:  Trigonometrische  Studien. 

a)  Xi  '^  r  .  sin«,  ferner 

o 

b)  x^  «  2r  .  sin  ^,  und 

c)  3^3  «»  4r  .  sinT  u.  s.  w 

Bilden  wir  die  Quotienten  je  zweier  benachbarten  Lote,  dann  ist 


arj  r  .  sin« sin  «  _^      Vi   ~  cos'^         |    /(l — cosö)( 


— C0Sö)(l+CO8») 

coso) 


d.  h. 
d) 


^2 


I  /i  +  cos  a  **       A      ,  u   1* 

1/  — -^T =  cos  ry    Analog  erhalten  wir 


e)        —  —  cos  T,  ebenso  ferner 
xo  4' 


f)        ~»  =.  cos  -•     Aus   der   Gleichung  d)  folgt  für  ar,   der  Wert 

^    d.h. 


COB^ 


g)        xg  =  — ^.    Ebenso  folgt  ans  der  Gleichung  e) 
cos^ 

h)       x^  «•  — ^— ,  und  analog  ist 
cos  T 

4 


l)  x^ ^ 


COS  g 


Drücken  wir  ein  beliebiges  x  durch  Xi  aus,  so  ist  z.  B. 

72 


arg  nach  der  Gleichung  h) 


a 

cos  r 


ar,  nach  der  Gleichung  g)  =  -^  folglich 


cos  5 
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• 

Analog  ist 

C08^  . 

C08- 
4 

Xi 

COSg. 

a 

COS  7  . 
4 

a 

COSg 

Wiederholen  wir   diese  Operation  bis  in   die  ün«adlichkeit',   so  er- 
halten wir 


a  et  ci  a  a 

cos  -j  .  COS  2ä  .  cos  -,  .  COS  2^  .    .   .  cos  ^ 

Nun  ist  X»  =  ifr{ah  was  schon  aas   der  geometrischen  Untersuchung 
ersichtlich  ist;  ferner  ist 

COS  23Ö" "-  cos  ^  ==  cosO  =»  1 
Setzen  wir  r  =  1,  dann  ist 

Mg 

hria)  «  ^(o)     und    3fi  —  —  =  sin«,  mithin 

1)  Ö(a)    =    - 


a  a  a 

cos   '^1     •     cos    ^To    •    cos    gya    •        •        •        •     X 


Nun  ist  bekannt,  dass  sich  in  gleichen  Kreisen  Bögen  wie  Winkel 
verhalten,  d.  h. 

mithin,  falls  r  »  1  ist 

Setzen  wir  in  diese  Gleichung  für  b{a)  den  Wert  aus  der  Gleichung 
1),  dann  erhalten  wir 

2)  &(/?) 

a  .  cos  -  .  cos  7  ....  1 
•J  4 


Die  Gleichung  1)  würde  in  dem  Falle  anzuwenden  sein,  falls  a 
ein  Winkel  ist,  dessen  Function  leicht  berechenbar  ist,  z.B.  a  =  30^ 
oder  —  36®  oder  =  45®,  kurz;  falls  a  durch  Verdoppeln  eine  durch 
3  teilbare  ganze  Zahl  von  Graden  enthält  (angenommen  die  360 
Teilung  des  Kreises). 
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Dagegen  wende  man  die  Gleichung  2)  an,  falls  ein  anderer 
Winkel  gegeben  ist,  wobei  wieder  a  einen  leicht  berechenbaren 
Winkel  bedeuten  soll. 

Nun  kann  man  Gleichung  2)  noch  verallgemeinern.  Es  ist  be- 
kannt, dass 

sin  «  «  2  .  sm  ö  •  cos  -. 
hieraus  folgt  ferner 

CK  cc  a 

sin  a  =  2  .  cos  r>  •  2  .  cos  t  .  sin  t 

2  4  4 

-=  2  .  cos  r»  .  2  .  cos  1  .  2  .  cos  -  .  sm  -,  oder 

2  4  ö  o' 

a  a  a         .     et 

sm  a  «  2*»  .  cos  -j  .  cos  ^  .    .    .  cos  ^  .  sin  -^^ 


Setzen  wir  aus  dieser  Gleichung    fttr  sina  den   Wert   in   die 
Gleichung  2)  ein,  so  erhalten  wir 


b[ß)== 


ß  .2^  ,  sin  g-  .  cos  ^j  .  cos  ^jj  .  cos  ^s  •   •    •  cos  g« 


a  a  a  a 


a  .  COS  21  cos  -^  .  cos  23  .  .  .  cos  ^^  •  cos  ^fi  ' 


.    .  .  1 


und  falls  wir  den  Bruch  heben,  erhalten  wir  die  Gleichung 

/^ .  2H  .  sin  J, 
8)  biß)  ^ -^- -^ 

«  .  cos  2n-f i  •  ^^^  2**'f2  ••*•*■ 


Setzen  wir  n  =  —  w,  dann  ist 

ß  ,  sin  (2*»  ft) 

4)      ^(ß)  ^  a  .  2™  .  cos(2'»-ia  .  cos(2««-2tt)  .    .    .  i 


Diese  Gleichung  4)  erhält  man  ebenfalls  durch  folgende  Zerlegung 
von  sina.    Es  ist  bekannt,  dass 

sin  2a      .  .    ^  s^»^^"     ^  \  r  u 

sin  a  «  i^ ,    ferner    sin  2a  =•  ^  ^  ^  ,  folglich 

2cosa'  2cos2a'       ° 


sin  a  «  Ki 


sin  (22a) 


22cosa  .  cos  2a 


Cwojdzinski:  Trigonometrische  Sludi§n,  J^g 

Fahren  wir  in  analoger  Weise  weiter  fort,   so  kommen   wir  zu  der 
Gleichang 

sin  (2»«  «) 
sma  —   ^ 


.2»»co8acos(2a)  ,  008(2^«)  .    .    .  co8(2»»-i  a) 
oder  umgekehrt  geschriehen 

sin  (2»»  a) 


sina 


2»»  cos  (2»»-*  a)  .  cos(2"»-2a)  ...  cos« 


Auch  die  Sätze  3)  und  4)  werden  in  geeigneten  Fällen  anzuwenden 
sein.  — 

Bevor  wir  weiter  gehen,   wollen  wir  eine  kurze  Determination 

für  die  Sätze  1) — 4)  geben,  und  zwar  in  Betreff  der  Werte  von  a 

a 
resp.  2»»a  resp.  ^^  kurz  des  betreffenden  Winkels. 

Die    Sätze  gelten    auch    für  Winkel   die  >  360^  sind.     Wir 
brauchen  den  Beweis  nur  für  a  ^  180^  zu   führen ,  und   dieser  ist 

geliefert,  falls  man  sagt,  dass  sin (180®—«),  wo  z  einen  sehr  kleinen 
Winkel  bedeutet,  und  ebenso 

cos 2  =«  cos90  — ^ 

sein  muss,  denn  dann  müssen  alle  übrigen  Glieder  +  sein  und 
mitbin  auch  der  ganze  Ausdruck.  Ist  a^lSO®,  so  kann  es  kein 
Dreieckwinkel  sein,  und  wir  brauchen  den  Fall  nicht  vorzuführen. 

Den  unbestimmten  Wert  %  nimmt  b(ß)  ein,  falls   sin«  «0   und 
eins  der  Cosinusse  =  0.    Dies  tritt  z.  B.  ein, 

falls  a  «  180®  oder  a  =  360®  resp.  falls  a  .  2»»  =  180®  resp.  =  3W 

ist;  es  wäre  in  diesen  Fällen  z.  B. 

j3  •  2»»  .  sinl8  >  g  .  2>^  .  0  0 


biß)  = 


ItO  .  cos90  .  COS45  .    .    .1       Iö0.0.cos45       0 


Diese  4  Sätze,  von  welchen  der  2)te  die  grösste  Anwendung  finden 
wird,  ermöglichen  die  „freie"  Berechnung  von  Kreisbögen,  d.  h.  eine 
Berechnung,  zu  welcher  man  keine  Tabellen  und  keine  Zahlenwerte 
(den  für  n)  auswendig  wissen  und  gebrauchen  muss. 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  z.  B.  folgende  Werte  für  r  =  1 
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^^'^  ""  COS  15*.  COS  70  30'     (""^^  GleichuDg  10) 
oder  da  8in30^  »  i  and  cos 30^  «  iV3 

6(800)  —        . ^^1=1 

!/*+  y3  .  }  y2+y2+r^  .  .  .I^mA  analog 

*(eo«)  "-  — /  f         , 

i[/2+V3.i|/2+i/2+V3.   .   .1.    Ebenso 


6(460)    = 


i  j/2  •  i  j/^+ V^  .  i  J/2+ V2+V2  .  .  .1 


Nennen  wir  das  Yerhältniss  des  goldenen  Schnittes 

-^ —  =  0,618034  . 
t|i,  dann  ist 

i\f'\-\  ==.  -,    oder    i^»»f2^^«-|-i  --  ^n 
d.  8.  w.,  mitbin  die  Gleicbnng 


^3«**)  —  :j? 


V3+i^-  .  i  j/2+V3+t(;  .  i  ^2+  V2+V3+7  ...    1 

Hätten  wir  einen  nicht  in  der  Reihe  von  3^  vorkommenden  Bogen 
za  berechnen,  so  würde  der  Satz  2)  anzuwenden  sein.  Es  sei  z.  B. 
6(17  •)  zu  berechnen.    Es  wäre  dann 

17  .  V2 

0(170)  = 


45  .  y2  +  V2  .  V2+  y2+V2  ....  1 
oder 

13.  (60«+ 6») 


6(130 130(13*') 


30.  60«.y2+V3.  V2+V2+V3.   .   .   .1 


Nun  ist  klar,  dass  aus  jedem  Werte  fttr  einen  solchen  Bogen  die- 
selbe Zahl  n  berechnet  werden  kann. 

Es  ergeben  sich  auch ,  entsprechend  dreien  geometrischen  Ele- 
menten, drei  Reihen  für  n 
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I)        7t  ^ 


II)       ^ 


in)  TT 


i.  V2.  iV2+i/2+i.  V2+V24-V2.    .    .    .1 

3 

iV2+V^.  iV2+~V3.    .    .    .1 


i  Vs+t/i .  j  V2^  Vs+t^ .  .  .  .1 

Diese  3  Reihen  sind  natürlich  enthalten  in  dem  Schema 

180  .  sin  a 


*)i80)  «=•  yt 


a  a 


a  .  cos  ^31  .  cos  02  •    •    •    •  1 


Wir  haben  nnn  die  Berechnung  der  Zahl  n  in  unserer  Hand 
nnd  wir  können  dieselbe  soweit  führen ,  wie  es  nns  beliebt.  Wir 
wollen  hier  n  numerisch  nidit  berechnen,  denn  die  Methode  ist  aus 
den  Reihen  ersichtlich,  und  andererseits  hätte  dies  keinen  Zweck, 
da  7c  schon  mehr  als  500  Stellen  berechnet  ist. 

Von  nun  ab  sehen  wir  n  als  bekannt  an  und  wir  werden  es 
siebenstellig  benutzen,  wie  folgt: 

TT  «  3,1415  926 


y.    Die  aus  der  freien  Bogenberechnung  sich 

ergebende   goniometrische   Gonstante   und   ihre 

verschiedenen  Umformungen. 

Nehmen  wir  die  Gleichung  3)  oder  4)  und  dividiren  dieselbe 
mit  /?,  dann  ist 

^  2-  ■  Bin  g, 

ß    '^  a  a 

«.C0S2;^i.C0S^;^2  .    .    •    .  1 

Nun  ist  ^^^  mithin  auch  =  i^,  folglich 
fi        a »  loO' 

«  a 

180       **  '  ^^^  2»»+i  '  ^^®  2«+2  •    •    •    •  ^ 
5)  -^  = 

2«  .  sm  2„ 


Nehmen  wir  n  »  0  (d.  h.  Gleichung  2),  dann  ist 
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^gQ        a  .  COS  2     COS  7  .    .    .    .1 

6)  -=:    : 

n  sino 


Wir  sehen  also  eine  sehr  merkwürdige  Constante  vor  uns,  welche 

180 


n 


57,29579  .   .    . 


l^eträgt.  In  dieser  Gleichung  kann  a  alle  Werte  von  0  bis  oo  und 
von  —  OD  bis  0  durchlaufen,  und  der  Wert  des  Bruches  bleibt  stets 
gleich  57,295  79  .   .   . 

Der  Constantensatz  dürfte  in  folgender  Form  am  leichtesten  zu 
merken  sein: 

a  a  a 

7)         180  .  sin  a  =  ;r  .  a  .  cos  ^  .  cos  Tg  .  cos  ^  .    .    .  1 


oder  dasselbe  in  Worten: 

Der  180  fache  Sinus  eines  Winkels  ist  gleich  dem  Winkel  selbst 
multiplicirt  mit  n  und  allen  Cosinussen  des  fortgesetzt  mit  2  divi- 
dirten  Winkels. 

In  der  allgemeinern  Form  würde  der  Satz  heissen: 

ox  .  «  «  « 

ö)        ß  .  sina  =  b(ß]  .  «  .  cos— I  .  cos  ^^2  •  cos  — 3 .   .    .    .1 


oder  gar 
a         ^  a  et 


9)        2"/5  .  sin  ^-  «  b^ß)  .  a  .  cos  ^^  .  cos  ^^^g  •    •    •    •  1 


Lösen    wir  eine  der  bis  jetzt  aufgestellten  Gleichungen,   z.  B. 
Gleichung  7)  nach  a  auf,  dann  ist 

.^.  180  .  sin« 

lü)  a  «« 


a  a  a 


n  .  cos  „-,  .  cos  T-g  .  cos  Ö3  •    •    •    -1 


Dieser  Satz  kann  zur  Berechnung  des  Winkels  aus  seiner  Fun  c- 
tion  dienen.    Ist  z.  B.  sin «  =  |,  dann    ist 
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^/          1         .  ,  .                      «        l/l  +  cosa   . 
1  —  2ü,  mithin,  da  cos  7,  =  1/ 0 ^^^' 


180  .| 

cc  = 


Nun  ist  es  auch  klar,  dass  wir  Winkel  durch  Seiten  ausdrücken 
köanen,  denn  der  Zusammenhang  der  Functionen  und  Seiton  ist  be- 
kannt, andererseits  liefert  der  Constantensatz  den  Zusammenhang 
der  Function  mit  dem  Winkel.    Es  ist  z.  B. 


cos 


«  =  1/  — :tt —,  ferner  cos  r,  ==  1/  1 u.  s.  w. 


Es  ist  also  der  Constantensatz,  welcher  uns  zu  dem  Yerhältniss  der 
Seiten  zu  den  Winkeln  im  Dreieck  führt.  Mit  Hülfe  des  Constan- 
tensatzes  lassen  sich  auch  verschiedene  Formeln  finden,  z.  B.  sin  2**«. 

Nach  dem  Satze  ist 

180         «  •  cos  ^  .    .    .    .  1  ^gQ       /5  .  cos  2  •    .    •    •  1 

=    : ,  mithin  auch  —  = r— ^ 

n  sina  '  n  sinp 

ist  ß  =  2»'«,  dann  ist 

a 
a  .  cos  ^  ....  1 


sina 

*i»»a  .  cos(2»»-ia)  .  C08(2»»-2a)  .    .    .  cosC2»*-»»a)   .    .    .1 
^  sin(2»»a) 

et  et 

Hebt  man  beide  Seiten  durch  a  und  +  cos  5  .  cos  t  •  .  ■  1,  dann  ist 

1  2»»  .  cos  (2»»-i  a)  .  cos  (2«-2  et)      .    .  cos  a 


8in(2Ha)  '  ^^t^^'^ 


sina 

8in(2»»a)  =  2« sin«  .  cos(2»»-^a)  .  cos(2»»~2c^)  ^   ,    .  (»os« 


Ist  z.  B.  w  —  1,  dann  ist 

sin2o  =  2sina  .  coso 
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VI. 

Einige  der  erwähnten  Formeln  durch   Tangenten 
ausgedrückt  und  die  transcendente  Gleichung 

.    tt 

|i .  sin  2ie  «•  g« 

Denken  wir  uns  in  der  Figur  des  Abschnitts  I.  nicht  von  den 
Punkten  B^B^  -  .  .  Lote  gefällt,  sondern  in  A  das  Lot  errichtet 
und  alle  Schenkel  MB  soweit  verlängert,  bis  dass  sie  sich  mit  dem- 
selben schneiden,   dann  ist  der  Abschnitt  des  Lotes,   welcher  zu  a 

gehört, 

Xy  =r  .  tg«,  analog 

0?,  —  2r  .  tg  ^,  ferner 
ot 


x^ 

«4r 

.  tg  j,  folglich 

Xj 

1 

1- 

1 

%      .        ^ « 


Durch  analoges  Verfahren  wie  im  Abschnitt  II.  erhält  man 


«00    =^: 

oder 


11)      J(„  =  tg«(3-tg2|j)(,-tg«J,)(l-tg«|,).     .     .     .1 

Entsprechend  der  Gleichung  2)  würde  b(ßy  sein: 
12)    biß^  =»  /?  .  tga  (l-tg2^,)  (l-tg^^g)  ....  1 


a 


Analog  zu  6)  ergibt  sich  auch  ein  Constantensatz  und  andere  Um- 
formungen. Wir  geben  hier  der  Kürze  wegen  nur  noch  die  Formel 
für  ff. 
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180.tg«(l-tg«^)(2-tg«?).   .   .   .1 

13)  Tt  ■=   — 


a 


Für   die  drei  Elemente  der  Reihen  von  45^  60®  und  36®  ergeben 
sich  wieder  die  folgenden  3  Reihen 

__^  180  .  2  .  V}  .  2  .  Vi(i+Vi)  ....  2 

IV)  K  «= = = 

4.5 .  (1+ Vi) .  (1  +Via+vi) ...  .2 

^.  180      V3      2  V3  2.Via+i:V3) 

^^        ^  ^   60  •    2   •  3  •  1  +  i  .  V3  •  i+vfjT+^vsy    •  •  -^ 

180 
VI)       TT  =  -ög  .  tg«  .   .   .  für  a  36^*  gesetzt  und  ijf  eingeführt. 


Mit  Hülfe  des  Constantensatzes  kann  auch    die   transcendente 
Gleichung  von  der  Form 

P  •  Sm  g;,  «  qct 

in  eine  algebraische  umgeformt  werden. 

Es  ist  nach  Satz  9) 

^   -  .    «  et  a 

2~/58m  ^  =  b(ß)  .  a  ,  cos  ^^^  .  cos  ^^^  ....  1 

mithin 

g  .  et  g  .  ISO  .  2^ 

P  '  sm^n       jp  .  T  cos  gTfi  •  cos  ^^  ....  1 
Da  nnn 

I?  .  sin  öi  =  5  .  a,  so  ist  auch 


q  ,  180  ,  2*  =  p  ,  7c  .  cos  öTfl  •   .   .   .  I5  mithin 

a  et  180  .  gy  .  g 

CöS  2'+i  *  ^^^  2'+2  •    •    •    1  =        ^  ,  ^ 


a 


Bezeichnet  man  cos  ^^^  mit  % ,  dann  ist 


.)/^.  )/i.(i+Vi.u+x))-  •  .1 


180  .  2*  .q 

P   .  TT 
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Wollten  wir  alle  Glieder  der  Reihe  benutzen,  so  würden  wir 
eine  Oleichnng  von  oo  hohem  Orade  erhalten,  das  Resultat  wUrde 
aber  auch  auf  oo  viel  Decimalstellen  richtig,  d.  h.  absolut  genau 
berechnet  sein.  Wir  werden  aber  nach  (^er  Anzahl  der  Decimal- 
stellen, welche  wir  genau  erhalten  wollen,  auch  die  Anzahl  der  Glie- 
der nehmen ;  falls  wir  das  Resultat  auf  7  Decimalstellen  richtig  be- 
rechnet haben  wollen,  werden  wir  ungefähr  nur  13  oder  nur  12 
Glieder  brauchen;  die  nächsten  Glieder  werden  nämlich  für  uns  schon 
1  betragen,  d.Jh.  wir  werden  sie  nicht  zu  berücksichtigen  brauchen. 
Allerdings  wird  der  Grad  der  Gleichung  schon  recht  hoch  sein,  da 
schon  bei  Benutzung  dieselbe  den  7ten  Grad  erreicht.  Würden  wir 
%  schon  berechnet  haben,  so  hätten  wir,  falls  z.  B.  ;(  =  a, 


a 


«50«  2^1 


a 


und  wir  könnten  mit  Hülfe  des  Satzes  9)  a  finden. 

Die  Gleichungen  von  der  Form 

p  .  ig  a  ■«  q  ,  a 
Würden  mit  Hülfe  des  Satzes  13)  zu  lösen  sein. 


VII. 


Das  Verhältniss  der  Seiten  zu  den  Winkeln  im 

Dreieck. 


Es  ist  bekannt,  dass 

a'.  ß  :y  =  5(a)  :  &(jS)  :  &{y) 
ist.    Nach  Gleichung  1)  ist 


&»  ) 


sinor 


et  a  a 

COS  jTj  •  cos  pTö  •  cos  ^a  •    •    •    •  A 


mithin 


14)         a  i  ß  :  y 


smcr 


a  et 

cos  ö  •  ^^^  4  • 


.  1 


sinjS 


ß  ß 

cos  rt  •  cos  7  •     •     • 

2  4 


.  1 


siny 


y  Y 

cos  r:  .  cos   T  ....    1 
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Weiter  ist  bekannt,  dass 


aib  :  c  «  sina  :  sinjS  :  siny    oder 


1  ;  1  :  1 


a 


sin«  *  sinjS  '  siny 


ist. 


Maltipliciren  wir  diese  Form  des  Sinussatzes  mit  Gleichung  14), 
so  erhalten  wir  die  Gleichung 


15)      ai  ß  :  y   - 


a 


a 


a 


cos  -^  .  cos  v 

4  4 


ß  ß 

.    .  1       COS  -.  .     OS  :,  .    .    .    .1 
2  4 


COS  ^  .  cos  ^  ....  1 


a-\-b-\-c 
Es  ist  bekannt,  falls  a,  ä,  c  die  Dreiecksseiten  und  s  =  — ^ — 

bedeutet,  dass  cos  -.  =  1/  t .      Wenn 


wir   diesen    Wert    für 


a 


cos  ö  iß  die  Gleichung  15)  einsetzen,  so  gelangen  wir  zu  dem  Ziele 
unserer  Arbeit,  es  ist  dann: 


16)     «  :  /3  ;  y  = 


a 


iz-r?  •  y\  ■  ('+1/'-?=^')  ■  •  ■  •  ' 


K-^'  •  K-;  ■  ('+/'^') . . . . 


■  V'^  ■  Vi  ■  (hi/'^)  . . . . 


Es  ist  dies  der  Satz,  welcher  das  Verhältniss  der  Seiten  zu  den 
Winkeln  angiebt.  Mit  seiner  Hülfe  kann  man  algebraisch  alle  tri- 
gonometrischen Aufgaben  lösen.  In  diesem  Satze  sind  alle  trigono- 
metrischen Sätze  enthalten,  und  alle  Sätze  über  Winkel  im  Dreieck, 
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somit  auch  der  Pythagoreische  Lehrsatz  mit  seiner  Umkehrung.  Wir 
wollen  ans  diesem  wichtigen  Satze  in  dem  mit  „Anwendungen^'  be- 
titelten Abschnitt  Nutzen  ziehen. 


VIII. 
Anwendungen  und  Betrachtungen. 

Wollten  wir  eine  wirkliche  Umgehung  der  Trigonometrie  er- 
zielen, so  müssten  wir  den  Satz  Tom  Yerhältniss  der  Seiten  zu  den 
Winkeln  mit  Hülfe  der  metrischen  Relationen  entwickeln,  sodann 
könnte  man  ihn  bequem  einem  der  Trigonometrie  Unkundigen  yor- 
tragen. 

In  diesem  Satze  sind  ausnahmslos  alle  Dreieckssätze  enthalten; 
die  Ablesung  derselben  wird  erleichtert,  wenn  man  den  Satz 

a-j-/f-j-y  «  1800 

unter  dessen  Yoraussetzung  jenes  nur  gilt,  in  folgender  Form  ein- 
scjialtet: 

a:/5:  (180«— ]«+/?]) 


V'i=?  ■  VlW'^)  ■  ■  ■ ' 


■  r-^'  ■  v\  ■  w^  ■■••') 


Der  Satz  kann  nun  zur  Berechnung  von  Dreiecksseiten  und 
überhaupt  Dreiecksstücken  benutzt  werden. 

Es  kommen  dort  6  Grössen  in  Betracht:  a,  6,  c,  a,  j9,  y.  Sind 
3  derselben  gegeben,  so  sollen  3  Grössen  gefunden  werden,  mithin 
sind  auch  3  Gleichungen  erforderlich.    Die  erste  derselben  heisst: 

1)    a  +  ß+y  «  180<J 
die  zweite  liefert  unser  Satz,  nämlich 
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2)     «:/? 


a 


Kt?  •  VI  ■  i^+y-w  ■  ■  ■  - 


und  3)  die  dritte  liefert  ebenso  unser  Satz 


>  ■■  y  -  Vf^  ■  VHV^' ') 


■  |/^'  ■  VI  ■  ('+1/'-^') 


Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dass  im  Falle,  wo  3  Seiten  gegeben 
sind,  die  Berechnung  linear  für  die  Unbekannten  ausfällt. 

In  allen  anderen  Fällen  führt  der  Satz  im  allgemeinen  zu  Glei- 
chungen 00  hohen  Grades,  wenn  man  sich  jedoch  damit  begnügt, 
nur  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Decimalstellen  richtig  zu  rechnen, 
80  wird  die  Gleichung  endlich  hohen  Grades.  Dies  gilt  im  allge- 
meinen von  dem  Satze.  In  speciellen  Fällen,  deren  wir  einige  später 
vorbringen  wollen,  und  die  aus  jenem  Satze  heraus  festgestellt  werden 
können,  wird  die  Gleichung  endlich  hohen  Grades,  obwol  man  ab- 
geschlossene Zahlenwerte  erhält. 

Die  Vorbringung  aller  4  Hauptaufgaben  ist  meiner  Ansicht  nach 
überflüssig,  da  jeder  die  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  selbst  auf- 
stellt, wenn  er  die  Unbekannte  und  die  bekannten  Zahlenwerte  in 
den  Satz  einsetzt.  Nur  einige  Worte  werde  ich  mir  erlauben  über  die 
Anzahl  der  zu  benutzenden  Glieder.  Es  ist  klar,  dass,  je  genauer  wir 
das  Resultat  haben  wollen,  wir  desto  mehr  Glieder  nehmen  müssen, 
und  die  Gleichung  einen  desto  höheren  Grad  erreicht. 

Wollen  wir  z.  B.  auf  5  Decimalstellen  richtig  rechnen,  so  müssen 
wir  auch  eine  bestimmte  Anzahl  Glieder  berücksichtigen,  und  das 
Glied,  dessen  6te  Decimalstelle  mehr  wie  5  beträgt,  muss  schon  als 
1,000  000  betrachtet  werden,  kann  demnach  fortgelassen  werden. 

Ein  Dreieckswinkel  kann  höchstens  180®  betragen;  in  diesem 
Falle  wird   das  Dreieck   zu  einer  Strecke.    Beträgt  er   aber  z.  B, 
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180®— d,  WO  d  einen   sehr  kleinen  Winkel   bedeutet,    dann  liegt  0 

CK 

im  I.  Quadranten,  mithin  wird  cos^  in  unserem  Satze  stets  positiv, 

CK 

und  der  Winkel  ,^  wird  kleiner  als  90**.    Analog  ist 

^3  <  220  30'  u.  s.  w. 


a 


2ro<lO'3>,8125 

beträgt,  während  dessen  Cosinus  schon  als  1  betrachtet  werden  kann 
(6  Decimalstellen  angenommen). 

Wir  können  demnach  cos  ^^^  schon  stets  fortlassen,  indem  wir  so 

CK 

nur  9  Glieder  brauchen,  unter  denen  das  letzte  CO803   ^^^'     ^^    ^^^ 

hierbei  sogar  noch  zu  bemerken,  dass  in  den  meisten  Fällen   soviel 
Glieder  nicht  notwendig  sein  werden. 

Der  Satz  giebt  natürlich  auch  eine  allgemeine  Methode  für  die 
Berechnung  der  Functionen,  und  kann  einem  Robinson,  welcher  ein- 
sam, ohne  Tabellen  zur  Verfügung  zu  haben,  lebt  und  doch  Drei- 
ecksberechnungen anstellen  will,  gute  Dienste  leisten,  vorausgesetzt 
natürlich,  dass  es  ihm  an  den  nötigen  Kenntnissen  in  der  Algebra 
nicht  gebricht. 

Was  nähere  Untersuchungen  über  die  Gosinusreihe 


CK  a  CK 

cos^i  .  cos^^  .  cos  23 


noch  ergeben  würden,  kann  man  noch  nicht  wissen. 

Berechnen   wir   numerisch  den  Fall,   wo,'  die  3  Seiten  gegeben 

sind.    £s  sei 

a  =-  231 

b  =  432 

e  =  333 
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999 

Ausführung:  '  "^  "2" 

2«~2a  —  531 
2s— 2b  —  135 
2«  — 2c  =  333 

234  432 


1/  999  .  531  •   1  /  999  .  135 

V  4  .  432  .  33  i  •  •  •  •  ^   r  4  .  234  .  333  •  •  • 


333 


•  I  /  1)99  .  33H 
r  4  .  234  .  432  •  •  •  • 


^      26 


VM'+f).  ■■ 


48 


■  •  VI  ■  VI  ■  (■+-;  ■  Vi)  ■  ■  •  • 


37 


8.V26-  1/|-  O+^TB) 


.  1 


Bezeichnen  wir  die  Nenner  mit  ^(o),  p{ß)  und  /}(y),  dann  ist,  5 stellig 
berechnet : 

p(„)  =  0,96014  .  0,08998  .  099749  .  99937  .  0,9?984  .  0,99996 

.  0,99999  .  1,90000 

Piß)  -  0,65779  .  0,91044  .  0,97735  .  0,99432  .  0,99858  .  0,99964 

0,99964  .  0,99991  .  0,99998  .  0,99999  .  1,00000 

p(y)  -  0,90704  .  0,97643  .  0,99410  .  0,99862  .  0,99963  .  0,999991 

.  0,99998  .  0,99999  .  1,00000 

Ausmultiplicirt  ist    p{x)  —  0,94735 

p(^)  «  0,58089 

p(y)  «  0,87875.    Mithin 
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26  48  37 

^'P-y  ~  0,94735  •  Ü,5Ö089  '  0,87875    ^^^^ 

a:  ß:y  »  2744495  :  8263182  :  4210526 

Nun  ist 

180v 
a  =  — i i — 

falls  man  die  drei  Zahlenwerto  mit  t«,  w,  v  bezeichnet,  mithin 

494003100  _  1487372760  _  757894680 

*"  15218203*       ^~    15218203  '       ^~"  15218203 

a  —  32,4617«;     /5  —  97,7364»:    y  «  49,80195»,  oder 

a  —  320  27'  42" 
/5  -  97«  44'  11" 
y  »o  49«  48'    7" 


Man  könnte  auf  diese  Weise  aas  den  Seiten  mit  der  grössten  Schärfe 
die  Winkel  berechnen. 

Für  die  Fälle,  wo  unser  Satz  beendete  Werte  giebt,  ist  es  über- 
sichtlicher ,  unseren  Yerhältnisssatz  in  der  Form  der  Gleichung  15) 
zu  nehmen,  nämlich 

«  .  /5  :  y   =  —^ -^ :    —ß- J 

cos  ^1  t  cos  q9  •    •    •    •  X      cos  Ol  *  cos  ^.a  •    •    •    •  X 


cus  Q~|  •  cos  ö^  •    •    •    •  X 


Berechnen  wir  z.  E.    die  Verhältnisse  der   Seiten   in  Bestim- 
mungsdreiecken   regulärer    Polygone,    dann   ist    für    das    reguläre 

Zehneck 

a  :  /5  —  36  :  72 

o  :  /3  —    1 :    2,  mithin 
«  —  ^i,  daher 


1:2 


a 


ß  ß         ß 

cos  öj  •  cos  08  COS  g-^  .    .     .    .1 


oder 


ß  ß  ß  , 

cos  öl  •  cos  Q5  .  COS  04  •     •     •     •  ^ 
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b 


1  :  2  «=  a  : 


cosi 


' "  -  ■ "  ■  \/'^- 


Für     cos  rt  setzen  wir  im  allgemeinen  den  Wert  1/  -^^ ,  da  nnn 


im  gleichschenkligen  Dreieck  (und  ein  solches  ist  eben  jedes  Bestim- 
mungsdreieck in  regulären  Polygonen)  &  =  c  ist,  so  kommen  wir  zu 

der  Formel 

_  b  ab  ,  -  , 

2a  =«      ,  V  =      ,  ^  .— r— -,  daraus  folgt 

4a53 

4  a*  =  -^  ,  ,,  ,,  woraus 
a^+2aÄ' 

a'-}~2a**  =  &',  sowie  weiter 

2 


(l)+K9 


1 


Löst  man  diese  Gleichung  nach  t  auf,  so  erhält  mau 

a        Vö— 1 
b^        2 


was  die  Formel  für  den  goldenen  Schnitt  ist. 

Für  das  reguläre  18-Eck  wollen  wir  der  Kürze  wegen  nur  die 
Gleichung  aufstellen. 

a  b 

1:4  =  - 


ß  ß  '         ß  ß  ß 

cos  p  .  cos  Ö4  •  •  •  -1   COS  21  •  cos  22  •  COS  ^ä  •  •  •  •  1 


1  :  4  =  a  : 


ß  ß 

cos  -  .  cos  - 

2  4 


4a 


rS^  ■  VlV+V'^^) 


Ueber  die  geometrische  Ausführbarkeit  dieser  Formel  zu  spre- 
chen, ist  hier  nicht  am  Platze.  — 
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Hiermit  wolleu  wir  die  Arbeit  beenden ,  und  was  wir  in  dieser 
Arbeit  nicht  berücksichtigen  zu  müssen  geglaubt  haben,  wie  z.  B. 
Winkel  als  Ote  Dimension,  das  werden  wir  in  nächster  Zukunft 
besonders  geben. 

Das   Thema  ist    natürlich    nicht    erschöpft,  jedoch    ist   ja 

jedes  mathematische  Feld  unerschöpflich,  und  zu  den  von 

uns  hergeleiteten  Sätzen  führen  nicht  allein  die  angegebenen  Wege, 

denn  in  der  Mathematik  muss  jeder  Weg  zu  jedem  Ziele 

führen,  wofern  es  nur  die  menschliche  Denkweise  nicht  übersieht. 
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II. 

Ketten  wurzeln. 

Von 

Kasimir  Cwojdzinsici. 


Eine  Methode  numerische  Gleichungen,  deren  Unbekannte 
nur  in  zwei  Potenzen  vorkommt,  mögen  ihre  Exponenten 
auch  irrational  sein,  auf  directem  Wege  zu  lösen. 


1. 

Es  ist  bekannt,  dass  man  numerische  Gleichungen  höherer  Grade 
durch  Eettenbrttche  lösen  kann.  Beansprucht  man  allgemeine  Eetten- 
brüche,  also  solche,  deren  Teilzähler  nicht  immer  1  betragen,  so 
braucht  man  die  bekannte  Substitution 

,1 

y 

nicht,  und  die  Lösung  gestaltet  sich,  wie  folgt: 

x^-^-ax  =»  b 
a5(a:-f-a)  =«  b 
b 


X 


a-\-x 


Ersetzen  wir  nun  das  rechte  x  durch  den  Wert  des  linken,   so  er- 
halten wir 

b 
y-,  analog  erhalten  wir 


oj  «  — 
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X 


b 

+ 


a+-     ,     b 


'   a 


Für  die  numerische  Berechnung!  ungeeignet  gestalten  sich  die  Ketten- 
brttche,  die  mxa  aui  höheren  Gleichungen  erhält.    Es  sei 

x^-^ax  «=  h^  dann  entsteht 
h 


X 


a-{-x^ 
h 


X  «^ 


,    (a  +  x\^  —      ,  &« 


U.   8.  W. 


^ 

«  +  2a  .  ^_j_^  +  a«-|-2aa;  +  «« 

Einen  solchen  Kettenbruch  nennen  wir  „verzweigt''   oder  „höheren 
Grades". 

2. 

Durch  ein  rerwandtes  Verfahren  kommen  wir  auf  gewisse  Wur- 
zelgebilde,  die  wir  „Ketten  würz  ein''  nennen  wollen. 

Es  sind  noch  verschiedene  andere  Gebilde  merkwürdig,  die  jedoch 
auch  nur  alle  Analogien  zu  dem  oben  erwähnten  Verfahren  sind. 

Es  sei  mit  quadratischen  Gleichungen  begonnen. 

Z  B. 

a;*-f*««  =•  *j  daraus 

05*  —  5  —  ax^  ferner 

* 

ersetzt   maü  wiederum  das  rechte  x  durch  den  Wert  des  linken,  so 
erhält  man 


oj  —  y  b^a-^fj^x 


analog  weiter 
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X 


yb  -  aVib—m  ^b—aVb)  .    .    . 


Ebenso  können  wir  eifie  Gleichung  lösen,  in  der  die  Unbekannte 
in  einer  mten  und  der  Iten  Potenz  vorkommt. 

Es  ist  ans 

N  x^-^-ax  =  b 

m 


I  /  m  m 

«  =  Y  b—a-^b  —  äVb 


Je  nach  den  Grössen  in  der  Gleichung  werden  auch  die  Grössen  a 
und'^6  positiv  oder  negativ  sein. 

Kommt  die  Unbekannte  iti  zwei  verschiedene  Potenzen  vor,  so 
ist  das  Verfahren  ähnlich 

X^^QX^  —  b 

x^  ^=»  b  —  ax*^ 
m 

X    r^     yb--  005»* 

nan  müssen  wir  x^  durch  einen  Ausdruck  ersetzen.    Es  ist 

m 


«~  =-  [Vb  —  aar~ ) 

somit  ist 

oder  «  Vb — ax** 

xn  «  yb 

m 
n 

Da  sich  in  den  Eettenwurzeln  dieselben  Grössen  immer  wiederholen, 
so  wollen  wir  sie  periodisch  nennen.  Die  letzte  Gleichung  war  eine 
nnreinperiodische  für  a;,  aber  für 

x*^  eine  reinperiodische,  weshalb  wir  uns  berechtigt  fühlen 
nur  reinperiodische  Kettenwurzeln  zu  betrachten. 

Kommt  die  Unbekannte  in  mehr  als  2  Potenzen  vor,    so  wird 
aach  die  Kettenwurzel  verzweigt. 
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3. 
lieber  Kettenwurzein  selbst. 
Die  Kettenwurzel  habe  die  Form 

n 

i-Ki^+l-y^Ii:^,    etc.... 
Wir  nennen 


+  aV±6  den  ersten  Näherungswert  —  w^ 


n 


ay±b±aV 


HtaJ^i^+öVdt*  den  zweiten  Näherungswert  =  w^ 

u.    s.    w. 
Dann  ist  Gleichung 

n 

'«  =  ±  a  V+ft+w^i  allgemein 


Wi 


n 


^     -  -   ■ 

Wir  nehmen  Beispielsweise  die  Kette 


+  a  yh  —  ay 


n 


Ä  —  aV  6  .    .    . 

1)  Die  Näherungswerte  einer  Kettenwurzel   von  der 
Form 

u 
^n^\  =  a  l/&  —  tön 

sind  abwechselnd  kleiner  und  grösser  als  die   vorher- 
gehenden. 

B  e  h  p  t.      Wi"^  W^  <^W^'^  W^  <^%0e^  ,     .     . 

Es  ist 

t^i  =*  o  yb 


n 


da  von  den  Radicanden  die  Orösse  t^^  abgezogen  ist,  so  muss 
^1  >  ^  sein.  Ferner  muss  ^2  <C  «^s  sein ,  da  hier  wieder  der 
Subtrahend  vermindert  wurde,  u.  s.  w. 
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2)  Die  Näherungswerte  einer  Kettenwurzel  von  der 
genannten  Form   schliessen  den  wahren  Wert  in  immer 

M 

engere  Grenzen,  falls  nicht  6*»-*  =-  a»  ist  oder  b<Ca  yi. 

Um  dies  zu  beweisen,  brauchen  wir  nur  darzutnn,  dass  w^'^w^ 
und  tow^  <^  tv^. 

Es  soll 

n 


f  yb—aVa 


n 


Hein,  falls  &  >  a  V^  ist,  und  dies  ist  klar,  denn  dann  wird 

n  

a  "i/  n 

b^aVb 
mehr  als  0,  mithin  wird  der  Radikand  b  darum  vermindert. 
Die  Näherungswerte  verlaufen  parallel,  wenn 

b  ^  a^b  oder  b^-^  =  «•• 
d.  b.  es  ist  dann  w^  »  w^.    analog  wird  es  für  w^  und  w^  bewiesen. 

M 

Ist  &  <  a  Vby  dann  ist  die  Kettenwurzel  nur  zu  gebrauchen, 
falls  die  Wurzel  nicht  imaginär  wird,  und  diese  hängt  von  n  ab. 

Wir  unterlassen  Untersuchungen  tlber  n,  da  wir  nur  vom  2. 
Grade  ab  die  Gleichungen  mit  Kettenwurzeln  lösen.  Lineare  Glei- 
chungen ergeben  folgende  parallelen  Gebilde.    Z.  B. 

X-f-fC  =  1 

«  =  1 — X 

während  x  hier  i  beträgt. 

3)  Die  Näherungswerte  einer  Kettenwurzel  von  der 
Form 


n 


Wn+l  -"  a^b-^Wn 

werden  immer  grösser,  und  sie  nähern  sich  dem  wahren 
Werte  der  ganzen  Kettenwurzel. 

Beweis:  ähnlich  wie  bei  2)  und  3). 
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4)  Die  Eetteni??urzeln  von  der  Form 


M'n+l 


H     _ 


und  die  letzte  Art  wo  a  Vi  positiv,  hangen  von  ähnlichen  Umstän  - 
den,  wie  einige  in  2)  erwähnte  Fälle,  ab. 

Für  ein  negatives  n  brauchen  wir  uns   nicht  vorzubereiten,  da 
der  Exponent  stets  positiv  gemacht  werden  kann. 

4. 
Ein  numerisches  Beispiel. 

TT 

für    ^-3,1416 

e  =»  2,7183 
t|;  -»  0,6180  (das  Verhältniss  des  goldenen  Schnittes.) 

Es  ist 

7t 


X 


Es  ist 


Wh 


7j  =  Ve,      tüg  «  Vc  —  W7j     u*  s.  w. 
setzt  man  nun  die  Werte  ein,  so  erhält  man 

wi  =  1,500 
w^  =.  1,6351 
wq  =  1,6167 
w^  -  1,6192 
W5  =  1,6188 
u.  s.  w. 

Nebenbei  sieht  man,  dass  x  dem  Werte  von  -  nahe  kommt ,  es  ist 
nämlich 
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|^V.  +  1=  1,6180 

Die  Gleichung  des  goldenen  Schnittes  ergiebt  parallele  Werte,  da  hier 
b^—^  =  a**  ist. 

««+*  =»  1 


a 


VI 
während  «  «=  tj;  ist. 

Die  Gleichung  für  -  ist 

a^—x  —  1  und  sie  ergiebt 


)/.+^/.+^/ 


1+ 


merkwürdigerweise,  da  ^  auch    — t-  beträgt. 

r 


$* 
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III. 

Eine  Lösung  der  Gleichung 

(Beitrag  zu  den  pythagoreischen  Zahlen). 

Von 

Graeber,  Oberlehrer  in  Höxter. 


Man  construire  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypotenuse 
z  und  den  beiden  Katheten  x  uud  y  nnd  in  dasselbe  den  eingeschrie- 
benen Kreis. 

I.  Die  vom  Berührungspunkt  auf  x  gebildeten  Abschnitte  be- 
zeichne man  mit  m  und  n,  die  auf  y  mit  n  und  u.    Es  ist  dann: 

y  =  n  +«* 

Nach  dem  Pythagoras  ist: 
oder 

m'^'\-n^'\'2mu  =  m*-}~ ***"!"  2mn  -\-n^ -^-u^  -\-2nu 

Hieraus  ergiebt  sich 

n*-|-wi  .  n 

u  — 

m  —  n 

mithin  ist 
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z  =  m-\- 


y  -=  «+ 


m  —  w  m  —  n 


m  —  n  m — w 

Demnach  sind  für  rationale  Werte  von  m  und  n  die  Ausdrücke 


m  —  ?i  '      m  —  n 


,     m  -f-  n 


rationale  Werte  von  0,  y,  a;,  welche  der  gegebenen  Gleichung 

auch  dann  noch  genügen,  nachdem   man  sie  mit  m  —  n  multiplicirt 
bat;  also  sind  für  beliebige  ganze  Zahlen  m  und  n  die  Ausdrücke 

z  =  m^-\-n^      y  =  2  7/in;     x  =  m^  —  n* 

ganze  Zahlen,  welche  der  vorgelegten  Gleichung  genügen, 

II.    Bezeichnet  man  die  vom  Berührungspunkt  auf  z  gebildeten 
Abschnitte  mit  m  und  n,  dann  ist 

z  =  m-|-n 

X  =«  7*4"^ 

y  =  m-\-u     und 

oder 

Hieraus  ergiebt  sich 

1)    u= —   — n —    i  i  y'w»*-|-n*-|-6wi  •  w 

Soll  u  eine  rationale  Zahl  sein,   so  muss  der  Ausdruck  wi*-fn« 
-f-6m  .  n  eine  Quadratzabl  sein.    Es  ist 

m-^-n  ^=^  z,  mitbin 
Dann  ist 

^2_|.^2^3^  ,  nzzz  m^-\-(z  —  Tnf'{-Qm(z  —  m)  =  r* 

oder 

«2  =  —  4w»*-f-4Ä  .  «*-(-»* 
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*)  Man  setze: 
Hieraas  ergiebt  sich 

m  =  (2p  .  q  ,  »  —  4|)*ä)  .  ( —  4p*  —  q^) 

oder 

o^  n.        V*—2pg»  _  g(4p*  —  2p  .  g) 

Es  xnass  m  eine  ganze  Zahl  sein;   denn   bezeichnet   man  die 

Seiten  eines  beliebigen  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  a,  &,  c,  wo  c  die 

Hypotenuse  bedeutet ,  und  mit  q  den    Radius   des  einbeschriebenen 

Kreises,  so  ist 

p  «  iS  —  c,  wo 

iS«  i(a+*4"^)  bedeutet. 

Da  in  dem  pythagoreischen  Dreieck  a,  5,  e  ganze  Zahlen  sinä, 
so  müssen,  wenn  c  eine  gerade  Zahl  ist,  a  und  6  entweder  grade 
oder  ungrade  Zahlen  sein;  denn  die  Summe  der  Quadrate  zweier 
Zahlen  ist  eine  grade  Zahl,  wenn  sie  beide  grade  oder  ungrade  siiid. 
Es  ist  dann  auch  (a  +  *)  eine  grade  Zahl  und  S  =  i(a+^  +  ^)  ^^'^^ 
ganze  Zahl.  Ebenso  ist  S  eine  ganze  Zahl,  wenn  e  eine  ungrade 
Zahl  ist,  denn  dann  muss  auch  (a^-\-h^)  eine  ungrade  Zahl  sein.  Es 
ist  demnach  eine  von  den  Zahlen  a  und  h  eine  grade  und  die  andere 
eine  ungrade  Zahl;  folglich  muss  auch  S^  \{0''\-h-\-c)  eine  ganze 
Zahl  sein,  da  von  diesen  3  Zahlen  zwei  ungrade  sind  und  die  Summe 
zweier  ungraden  Zahlen  stets  eine  grade  Zahl  ist. 

Nun  ist,  wie  aus  der  oben  angenommenen  Bezeichnung  leicht  zu 
ersehen  ist, 

Da  nun  u  eine  ganze  Zahl  ist,  so  mtlssen  auch  m  und  n  ganze  Zahlen 
sein;  denn  sonst  würde  man  für  o;,  ^,  z  keine  ganze  Zahlen  erhalten. 

Setzt  man  in  2)  2p  =  p',  so  ist 

z(p'^ — p'q) 


m  «= 


p"+<i* 


Der  Ausdruck    ,^  .  y  kann  niemals  eine  ganze  Zahl  ergeben;  es 


z 


muss  -i^-. — z  eine  ganze  Zahl  sein. 


^)  Schllissel  lu  Heis'  Aufgaben  von  Matthiessen  Bd.  II.  §  79.  39. 
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Nimmt  man  an 
dann  ist 

3)  m  ^p'^—p'q     und     n  =  q^-\-p'q 

Mithin  ist: 

Mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4)  ergiebt  sich  aus  1): 


u 


2       ± 


Da  u  nur  positiv  sein  kann ,    so  ist  das  obere  Zeichen  zu  wählen, 
mithin  ist 

u  =  p'q  —  q^ 

Hieraus  folgt 

5)  z^p'^-\-q^,     x  =  2p' q,     y  =^  p^  -  q^ 

Aus  der  Annahme  2p  =  p'  folgt ,  dass  p  eine  grade  Zahl  ist. 
Ist  nun  q  relativ  prim  zu  p\  also  eine  ungrade  Zahl,  so  ist,  wie 
leicht  uachzuweiseu  ist  {z)  ==^'^-f~2*  ^^^^  Primzahl  von  der  Form 
ik'\-\  oder  ein  Product  aus  Primzahlen  von  der  Form  4^:4-1-  Die 
Bezeichnung  (z)  soll  im  weiteren  stets  eine  ganze  Zahl  bedeuten,  die 
sich  als  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Zahlen  darstellen  lässt, 
von  denen  die  eine  ungrade,  die  andere  grade  ist. 

Sind  p^  und  q  verwandte  Zahlen ,  so  lässt  sich  der  Ausdruck 
-^-fyT  %  mit  der  Quadratzahl  des  gemeinsamen  Factors  von  p^ 
und  q  kürzen.    Es  ist  dann,  wenn 

jp'  «^  np"  und  q^  nq   gesetzt  wird, 

"* „»(„"» -l-g'ii)     '  ""**  ™*"  erhält: 

Sind  nun  p"  und  q'  ungrade  relative  Primzahlen,  so  setze  man : 

und 

man  erhält  dann: 
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zip  ^  —  p  q)  __  z(p"*—p"q) 

2  .z{[Hp"-q'>r+i(p"  -g')  •  W+i% 
Hieraus  folgt: 

Da  p"  and  q*  ungrade  relative  Primzahlen  sind ,  so  sind  die 
Zahlen  i(/>"+g')  und  icy  —  q)  ebenfalls  relative  Primzahlen,  von 
denen  die  eine  ungrade  und  die  andre  grade  ist,  denn  ihre  Summe 
ist  ungrade. 

Aus  der  Gleichung: 
6)  p"«-(-3'»  =  2{[4(p"+a')P  +  [J(p"-4')]'}  -  2(^) 

ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  zweifache  Hypotenuse  (z).  lässt  sich  als  die  Summe  der 
Quadrate  zweier  ungraden  relativen  Primzahlen  darstellen. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt: 

Die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind  durch  ganze  Zahlen 
(pythagoreische  Zahlen)  darstellbar,  wenn  die  Hypotenuse  von  der 
Form  («)  — 1>'*+^'*  oder  2(z)  oder  n*(«)  ist,  wo  («)  sich  darstellen 
lässt  als  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Zahlen,  von  denen  die  eine 
ungrade,  die  andere  grade  ist,  und  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Setzt  man  in  6): 

p"^2s+l,    2'  =  2/+l 
so  erhält  man: 

und  analog  den  Gleichungen  5): 

-=  4«  .  t-{-28  +  2t+l 

Für  beliebige  ganze  Zahlen  für  s  und  t  und  s  >  t  geben  diese 
3  Gleichungen  für  «,  ^,  y  reine  pythagoreische  Zahlen,  d.  h.  solche 
Zahlen,  deren  Hypotenuse  sich  als  Summe  der  Quadrate  zweier  rela- 
tiven Primzahlen  darstellen  lässt,  von  denen  eine  ungrade  und  die 
andere  grade  ist. 
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Es  ist  oben  gezeigt  worden,  dass  der  Badius  des  in  ein  pytha- 
goreisches Dreieck  beschriebenen  Kreises  eine  ganze  Zahl  ist.  Da 
nun 

X  .  y 
~"  x-\'y-\-z 

ist,  SO  folgt  hieraus  für  die  pythagoreischen  Zahlen  der  Satz; 

Das  aus  den  Eathetenzahlen  gebildete  Product  ist  durch  die 
Somme  der  drei  pythagoreischen  Zahlen  ohne  Rest  teilbar. 

Bildet  man  den  Quotienten  aus  der  Summe  der  Eubikzahlen: 

und  aus  der  Summe  der  einfachen  Zahlen : 

z-\-x-\-y  =^  2p^-\-2pq.  also: 

z-{-x-\-y     ^  P^+pq 

=  v^-p^a+p'^q^+^p<i^ 

so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Summe  der  Eubikzahlen*  der  pythagoreischen  Zahlen  ist 
durch  die  Summe  ihrer  einfachen  Zahlen  teilbar. 

Ferner  ist 

«+^  +  y     "°  2p^-\'2pq 

"^  P^+P<1 

«  p»  -7)7g+;)V~l>V+  ll;>*«*  +  5i?»5» 

ebenso : 

^i^x^  +  yi  ^  (p^  +  g^)^  +  (2/>  -  q)\-{p^  -•<Z^)' 
«  +  aj+y    ^  2p^+2pq 

p^^  +  21p^^q^  +  UpTqT  +  36  p^  +  q*  +  7p^q^^ 

°*  P^+Pü 

=::p\2^pilq^pi0q%^p9g9j^22p^q*'-22p\^  +  22p^q^ 

and 
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t^  +  X^  +  yB    ^      (p^+g^J^+(^/>g)'+(p^-g')' 

«  ;>^+  36 j? '* g^  + 1 26 j? 'V 4-  25Bp V  -j  8Vg«*+9pV« 

«^I6_^l5g^^l4  52_y3^3^37^I2^4  _.  37^11^» 
-9p^q^^+9pq^^ 

Nach  diesen  Beispielen  lässt  sich  nun  die  allgemeiie  Gleichung 
aufstellen : 

«  +  a5  +  y  ~~  2p^-{'2pq 

2nr2n-4-l^  92n+l 

^4n+2^lA_JjL^^4n  ^2  ^  .     .     .  ^  f__^2H+l  g2H+l  +  .     .     . 

p^+pq 
^  p4n  _p4n-lg_[_^4n-2^2_^4n-3^3 

'C2n+]{2n) 


+ 


2! 


+  1 


^4n-4^4 \-  .     ,     . 


^p^q**"^-\ j^"  pq 


4n-3 


Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Summe  von  gleich  hohen  ungraden  Potenzen  der  drei 
pythagoreischen  Zahlen  ist  durch  die  Summe  ihrer  einfachen  Zahlen 
ohne  Best  teilbar. 


Bildet  man  die   Differenz  aus   der    4.   Potenz   der  Hypotenuse 
und  der  Summe  der  4.  Potenzen  der  beiden  Katheten,  also 

und  dividirt  man  dieselbe  durch 

^  +  ^  +  y  =  2pq  +  221^ 

so  ergiebt  sich: 

z  +  x  +  y  P^-\-pg. 

=  ip^ q^  -  4p^ q^  —  ip^q^  +  4:pq^ 

Ebenso  ist 
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=r  67)85«  — 6;)7^»-f  6/)«2*  — 6i)»25 
nnd 

+647)V  —  eij»^^«— 64pV+64pV 
und 

+  1.30^91256- 130/)" g7  4_  J3y0g8_  130^9^9 

-  1 30p«  5i<> +  1307)7511  ->130p6  512  +  13^2^* 

-  10p*5i*+10/)3  5i3-10/)»5i6  +  107)5«7 

Aus  diesen  Beispielen  erkennt  man  leicht  den  allgemeinen  Satz: 
Wenn  man  die  Summen  der  gleich  hoben  geraden  Potenzen  der 
Kathetenzahlen  von  der  gleich  hohen  Potenz  der  zugehörigen  Hypo- 
teDusenzahl  snbtrahirt,  so  lässt  sich  die  so  entstandene  Differenz 
durch  die  Summe  ihrer  Grundzahlen  ohne  Rest  teilen. 


Es  ist: 

_(x»+/)    «  167)«*5«+112pio 5*  — 2567)8 58+ 1127)6510  +  165« 5** 

a)  =  16p« 5» (7)12 +  77,85*  -  16^656+7^*58+  5^2) 

-  167)252(7)2 -5«)2(p8  +  27,6g2^1()p4g4^27)« 56  +  58) 
und 

»I0-_(a.io+yi0;  =  .'Opi0g2_|_24  pHg«  — 520piOgio_|_  4 V?^*  +  207)2510 

b)  -=  20^2^2(^16  ^  1 0^12^4  __  267,  V  +  1 27)^512  +  5I6) 
«  207,2g«(^«  ^  qi)^pi2  +  2pi02«  + 157,95«  +  287)656 

+  15pV+>V^+2") 

«  207,252(7,2  -  5«)»  (pt  +  521(2  (^8  _^  1  ,,p4^4  _|_  ^«^ 

und 
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c)  +  244|)Wg«  +  756pV 

+  244i>V*+128pV^ 

Aus  den  Gleichungen  a),  b),  c)  ergiebt  sich  der  Satz: 

Wenn  man  die  Summe  der  gleich  hohen  gradeu  Potenzen  der 
Kathetenzahlen  von  der  gleich  hohen  Potenz  der  zugehörigen  Hypo- 
tenusenzahl subtrahirt,  so  lässt  sich  die  so  entstandene  Differenz 
durch  das  Product  der  beiden  Katheten  ohne  Rest  teilen. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  b)  und  ans 

=  V2 p^  q^  p^  +  q^)^ 
der  Satz: 

Pie  Differenz  aus  der  Summe  der  gleich  hohen  Potenzen  vom 
2(2n-\'l)ten  Grade  d<2r  Kathetenzahlen  und  der  gleich  hohen  Potenz 
der  zugehörigen  Hypotenusenzahl,  («2(2n+i)._(a;2(2n+i)^y2(2«+i)j),  ist 

durch  das  Product  der  Quadratzahlen.  (2*«*y*),  ohne  Rest  teilbar. 
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IV. 

Ueber  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit 

dekadischer  Zahlen. 

Von 

Prof.  Dr.  Zflge. 


\m  16.  Teil  2.  Heft  dieser  Zeitschrift  ist  von  Herrn  Director 
Dr.  Theodor  Lange  ein  Verfahren  angegeben,  nach  dem  man  das 
Kennzeichen  der  Teilbarkeit  einer  Zahl  dnrch  eine  andere,  die  re- 
lative Primzahl  zu  10  ist,  leicht  ermitteln  kann.  Fast  gleichzeitig  wurde 
dasselbe  Verfahren  veröflfentlicht  in  der  wissenschaftlichen  Beilage 
zum  Programm  des  Königl.  Gymnasiums  zu  Wilhelmshaven  1898,  be- 
titelt: Allgemeine  Regeln  über  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  de- 
kadischer Zahlen.    Hier  soll  ein  kurzer  Auszug  dieser  Arbeit  folgen : 

I.  Für  die  Teiler^  die  Potenzen  von  2  oder  5  sind,  gilt  be- 
kanntlich die  Regel:  Es  ist  jede  Zahl  dnrch  2/^  oder  5^^  teilbar,  wenn 
die  aus  den  letzten  fi  Ziffern  gebildete  Zahl  durch  2^  oder  5^  teil- 
bar ist. 

Für  die  andern  Teiler  kann  man  zwei  Hauptverfahren  unter- 
scheiden : 

Entweder  entscheidet  ein  Polynom,  das  ans  den  mit  bestimmten 
Coefficientcn  -~  den  Tcilbarkeitscoefficienten  —  multiplicirten  Ziffern 
gebildet  ist,  über  die  Teilbarkeit  der  Zahl;  ist  dieses  Polynom  dnrch 
den  Divisor  teilbar,  so  ist  es  auch  die  ursprüngliche  Zahl.  Hierhin 
gehören  die  gebräuchlichen  Regeln  über  die  Teilbarkeit  durch  3, 
9,  11. 
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Oder  es  werden  ron  dwt  gegebenen  Zahl  eine  oder  mehrere 
Ziffern  der  niedrigsten  Ordnungen  abgeschnitten^  von  tor  ftbrig  blei- 
benden Zahl  ein  bestimmtes  Vielfaches  der  aus  den  abgeschnittene» 
Ziffern  gebildeten  Zahl  subtrahirt  und  der  Rest  auf  seine  Teilbarkeit 
nach  demselben  Verfahren  untersucht.  (Hierhin  gehören  die  am 
Anfang  erwähnten  Teilbarkeitsregeln). 

II.  Das  erste  Verfahren  ist  früher  in  verschiedenen  Schul- 
Programmarbeiten  behandelt  *), 

Mit  Rücksicht  darauf  sollen  für  das  erste  Verfahren  hier  nur 
die  Resultate  der  Ableitungen  —  bis  auf  eine  Ausnahme  —  gegeben 
werden. 

Eine  Zahl  habe  der  Reihe  nach  die  Ziffern: 
es  sei  also 

Bestimmt  man  nun  die  Reste  der  Potenzen  von  10  nach  dem  Mo- 
duius  p,  so  dass 

10^  =  r,,     10*  =  rg  .    .    .  ,     10»»  =  rn  modp 

so  muss,  wenn  z^O  modp  sein  soll,  auch 

'*ft  +  öi*'i"l~<'2*'2  +  •   -   .  +  a„rn  ^  0  modi>  (1) 


*)  Dem  Verfasser  sind  folgende  bekannt  geworden: 

Broda,  Beiträge  zur  Theorie  der  Teilbarkeit  der  Zahlen.  Karolinen - 
thal  1878. 

Hoceyar,  Ueber  das  Kombinieren  sn  einer  bestimmten  Samme.  Zar 
Lehre  Ton  der  Teilbarkeit  der  Zahlen.     Innsbruck  1881. 

Adam,  üeber  die  Teilbarkeit  der  Zahlen.     Clausthal  1889. 

Yonjder  Heyden,  Ueber  die  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  einer  Zahl 
durch  Zahlen  von  der  Form  pn  -f  1  oder  deren  Teiler ;  in  der  Festschrift  zur 
Begrflssung  der  34.  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Schulm&nner  zu 
Trier.     Bonn  1879. 

Derselbe,  Zur  Lehre  ron  den  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  der  Zahlen; 
in  der  Festschrift  zur  Feier  des  25j&hrigen  Bestehens  der  Reallehranstalt  zu 
Essen.     1889. 

J.  Jacob,  Zur  Lehre  von  der  Teilbarkeit  der  Zahlen«    Mfthr.  Neustadt 

1893. 

Alfred  Holtze,  Ueber  periodische  Decimalbrtche  und  ihr  Analogon 
in  anderen  Zahlensystemen.     Naumburg  alS*     1887. 
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sein.  Für  die  Grössen  r,,  r^,  r^  .  .  ,  wählt  man  zweckmässig  die 
kleinsten  positiven  oder  positiven  und  negativen  Zahlen:  dieselben 
sollen  im  besonderen  die  Teilbarkeitscoefficienten  genannt  werden. 
Für  den  Teiler  7  sind  z.  B.  diese  Coefticienten: 

1,    3,    2,        6,        4.        5 
oder  1,    3,    2,     -1^    +3,    —2 

Für  einen  Teiler ^  der  die  Factoren  2  und  5  nicht  enthält, 
ergiebt  sich  eine  reine  Periode  der  Teilbarkeitscoefficienten.  Es  v^t 
gleichgültig,  welchen  dieser  Coefßcienten  man  bei  der  Untersuchung  (  (2) 

der  Teilbarkeit  als  ersten  betrachtet. 

Da  letztere  Eigenschaft  in  den  früheren  Arbeiten  nicht  erwähnt 
wird,  mag  hier  der  Beweis  folgen: 

Wenn  ein  Prodact  ans  der  Zahl  z  and  einer  Potenz  von  z  durch 
•p  teilbar  ist,  z.  B.  z  .  10^,  so  ist  auch  z  durch  p  teilbar.  Sind  nun 
die  Teilbarkeitscoefficienten  1,  r,,  r^  .  .  .  rx,  womit  die  Periode  ab- 
schliessen  mag,  so  ist  die  Bedingung  der  Teilbarkeit  von  z  .   lO 

0-f  0.  rj-fO  .  rg  .    .    .  "1-0  .  t>«_i-t-cto  •  »"iu+aj     r^+i 

-|-  flg  .  r^^2  +  .   .   .  ^  0  mod.  p 

Dieselbe  Bedingung  gilt  auch  für  die  Teilbarkeit  von  z  durch  p. 
Man  kann  daher  für  z  auch  die  Periode  benutzen: 

r/i,  Vfui^i  .    .    .  r;.,  1,  rj  .    .    . 

Beispiel:  i?  «  7;  Periode  der  Teilbarkeitscoefficienten. 

1,  3,    2,    -1,    -3,    -2 
Dafür  kann  man  nehmen  z.  B. 

2,  -1,    -3,    -2,    1,    3 
Sei  z  -  44894; 

2.4-1.9-3.3-2.4+1   .4  =  —  14 

durch  7  teilbar,  daher  auch: 

Enthält  der  Teiler  einen  Factor  2^  oder  5^,   so   bilden    die  i 
Teilbarleitscitefficienten  eine  unreine  Periode  mit  einer  ii'gliedrigen  \  (3\ 

Vorperiode.  ) 

Das  erste  Verfahren  kann  in  folgender  Weise  verallgemeinert 
werden: 

Teilt  man  die  Zahl  0,  von  den  Einern  anfangend,  in  Gruppe 
^on  je  a  Ziffern,  so  kann  man  schreiben: 
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+  (aa  +  a«fll  ^  +aa+2l0«  +  .    .    .  +  a2a-i  •  10«-l)  .  10* 


und  ist  10*  ^  Ta^  102«  =  r2a  .   .   .  m©d.  |>,  so  ist  «  durch  p  teilbar, 
wenn 

ao+a^  10  +  0,10*  +  .    .    .+a«-ilO«-i 

+  a.+Oa+ilO  +  a«+2lO«  +  .    .    .-f  a2a-l  10« -l)ra 

+  («2a  +  a2«+il0  +  «2x±i  10*  +  .    .    .  +  as«-il  «-')r2a  >— Omodp 

ist. 

Da  für  einen  Teiler,  der  relative  Primzahl  zu  10  ist,  die  Reihe 
der  Coefficienten  rein  periodisch  und  der  erste  Coefficient  gleich  1 
ist,  kann  man  zweckmässig  o  gleich  der  Anzahl  der  Periodenglieder 
setzen.    Dann  ist 

Man  kann  daher  die  Regel  aufstellen: 

Wenn  der  2'eüer  relative  Primzahl  zu  10  ist,  und  die  Periode 
den'  Teübarheitscoefficienten  a  Glieder  hat,  so  teile  man  die  Zahl 
z,  von  den  Einern  anfangend,    in  Gruppen  von  je  a  Ziffern  und  ^  (5 ) 

addiere  diese  Gruppenzdhlen ;  ist  diese  Summe  durch  p  teilbar,  so 
auch  die  Zahl  z. 

Die  Regel  kann  bequem  angewandt  werden  fttr  Teiler  von  der 
Form  p=  10«  —  1.    Denn  es  ist 

10«  =  10*«  =  102«  =  .   .   .  1 

Für  d  ->  1  ergiebt  sich  die  bekannte  Regel  über  die  Teilbarkeit 
durch  9  und  3.  Für  o  =  2  ist  die  Quersumme  der  zweigliedrigen 
Gruppenzahlen  zu  bilden.  Dies  gilt  also  für  den  Teiler  99,  aber 
auch  für  seine  Factoren  3,  9,  11,  und  wir  erhalten  hierbei  eine  zweite 
Regel  über  die  Teiler  3  und  9.  Entsprechende  Regeln  sind  abzu- 
leiten für  999  (a  —  3)  und  deren  Factoren  3,  9   37,  111  u.  s.  w. 

Eine  noch  brauchbarere  Regel  ergiebt  sich,  wenn  die  Hälfte  der 
Teilbarkeitscoefficienten  negative  Zahlen  sind,  die  an  absolutem 
Werte  den  positiven  gleich  sind.  Sei  in  diesem  Falle  die  Anzahl 
der  Periodenglieder  2a,  so  ist 


■iM 
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ro  =  r2a  =  r4a  '    .    .  =»  1,     ra  =  rso  =  rsa       .    .  =  —  1 

Die  Regel  lautet  dann: 

Man  teile  die  Zähl  z,  von  den  Einern  anfangend,  in  Gruppen 
von  je  a  Ziffern  und  subtrdhire  die  Summe  der  ungeradsldligen 
Gruppenzählen  von  der  Summe   der  geradstelligen'y    ist   dieses  Po-  /  (6) 

lynom  durch  p  teilbar,  dann  auch  die  Zahl  z. 

Beispiel:     Für  p  «=  7  ist  a  «  3. 

»  -  65  I  626  I  967 
66  +  967  — 626 -406 

dnrch  7  teilbar,  daher  auch  65626967. 

Ohne  weiteres  ist  Regel  (6)  anwendbar  auf  Teiler  von  der  Form 
10«+ 1  und  deren  Factoren.    Denn  es  ist 

10«=  1,     IC«  =  —  1,     102«  =  1^     103«  -,  _  1   u    g    f. 

Für  o  =  1  ergiebt  sich  die  bekannte  Regel  für  den  Teiler  11. 
Entsprechende  Regeln  sind  abzuleiten  für  101  (a  =  2)  10Ol(a  =  3) 
n.  s.  w.  und  die  Teiler  derselben. 

III.    Zweites  Verfahren*). 

Es  sei  eine  Zahl 

z  =  10a;  +  2^ 

Soll  z  dnrch  p  teilbar  sein,  also 

lOx-^-y  ^  0  mod.  p 

und  ist  q  eine  ganze  Zahl,  so  muss  auch 

10qx-\-qy  ^0  mod.  p 

sein.    Ist  q  relative  Primzahl  zu  p,   so  gilt  auch  das  Umgekehrte  ; 
wenn  die  letztere  Congruenz  richtig  ist,  dann  auch  die  erstere. 

Bestimmt  man  nun  q  so,  dass 


*)  Das  zweite  Verfahren  findet  sich  nur  in  der  Broda'schen  und  der  yan 
der  Heyden'schen  Arbeit  vor.  Bei  Broda  bleiben  jedoch  die  Teiler  auf  Frim- 
xahlen,  bei  Ton  der  Heyden  auf  Teiler  von  der  Form  10*.a:-(-l  be- 
schränkt 

Irob.  d.    Math.  n.  Phys.    2.  Reihe,  T.  XVII*  4 
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IO5  ==  1  *)   mod.7? 

SO  folgt 

lOqx  ^  X  mod.  p 
nnd  da 

ay  =  <iy 

so  ist 

\Oqx-\~qy  ^  x-\'qy  mod.  /> 

und  man  erhält  als  Kennzeichen  der  Teilbarkeit: 

x-\'qy  ^  0  mod.  p  (8) 

Die  Zahlen  nun,  welche  Potenzen  von  2  oder  5  [nicht  enthalten 
müssen  von  einer  der  Formen  sein: 

lOn  +  l,     lOn  +  3,     lOn+7,     lOn  +  9 

wenn  n  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeutet    Die  Gongruenz  (7)  wird 
mit  Hülfe  von  Kettenbrüchen  gelöst,  und  man  findet 

für    p  =  lOn-f- 1  ,y  «  —  n  +  /•/) 

„     ;,=  10«  +  3  q=,        (3n+l)±/"p 

„     ;,=  10n  +  7  q (3n  +  2)±/p 

,,     p^  lOn  +  9  g=        {n-\-\)±fp 

wobei  f  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet 
Setzt  man  die  Werte  in  (8)  ein,  so  ergiebt  sich  die  Regel: 

Eine  Zahl    10a;-|-y   ist    teilbarer  durch    eine  Zahl  von  der 
Form: 

p  =  lOn-f-1,  wenn  x  —  (n'\-fp)y  ^  0  mod.  p 

lOn  +  3,      „     x  +  (3n  +  l  +  fp)y^0mod.p  [      (9)*) 

lOw  +  7,       „     a;~(3n  +  2+/»y  =  0  mod. /> 
10n+  9,        „     a;  +  (n-f  1  +  fp)y  =  0  mod.  p 

Indem  man  f  einen  bestimmten  Wert  erteilt  und  dann  wieder  das 
allgemeine  Glied  fpy  hinzufügt,  das  stets  durch  p  teilbar  ist, 
kann  man  die  Regeln  mannigfach  umformen,  z.  B.  so,  dass  der  Aas- 
druck, der  y  als  Factor  enthält,  überall  subtractiv  ist: 


*)  In  meiner  Arbeit  war 

105  =  -  1 
gesettt.    Die  Aendernng  (im  Anschluss  an  Lange)    bewirkt   eine    (allerdings 
unwesentliche)  Vereinfachung  der  allgemeinen  Regeln. 

*)  Dies  sind  im  wesentlichen  auch  die  Lange*8chcn  Regeln. 
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;)  =  10n+3  a;~(7n  +  2+/':p)y  =  0 

p  =-1071  +  1  x^{Zn  +  2  +  fp)y=0  ^        ^     ^ 

p^  lOn  +  9  X'-(dn  +  8+fp)y  =  0 

1.  Beispiel:  Setzt  man  in  der  dritten  Formel  (10)  n  «■  0,  so  ist 
P==7, 

Eine  Zahl  ICx+y  ist  durch  7  teilbar,  wenn 

a)  /•=       0  »— 2y  =  0mod.  7 

B,)  f^       \  x  —  dy^O  mod.  7 

c)  f=       2  a;  — lf^y  =  0  mod.  7 

d)  f 1  a;  +  52^  =  0  mod.  7 

b)  44394  =  4403  =  413  =       14  =  0  mOd.  7 

c)  44  394  =  4375  ==  357  =  —  77  =  0  mod.  7 

d)  44394  =  4459  =  490  =       49  =  0  mod.  7 

2.  Beispiel.    Za  untersuchen,  ob  963186  durch  213  teilbar  ist. 

Die  zweite  Formel  (9)  zeigt,  da  n  «  21,  dass  für  f==0  x-\~Q\y 
teilbar  sein  muss. 

963186  =  96702  =  9798  =  1491  =  213  =  0  mod.  213 

Statt  der  vier  Formeln  kann  man  auch  eine  einzige  entwickeln. 
Es  bezeichne  b  eine  der  Zahlen  1,  3,  5,  9  und  p  =10n-|-f  den  Teiler- 

Um  die  Congruenz  (8)  zu  lösen,  entwickle  man  —  in  einen  Ketten- 
brach 

10  10  1  1 

.     p-lVn+1^  B      ^  10~g 

^+  iö      ^+  — B — 

Näherungswerte: 

1      ^_  g  +  (10~g)  10 

n'     n+V     6(n+'l)+n(10— e)  ^  p 

Man  bilde  die  Differenz  der  beiden  letzten  Näherungswerte: 

_1 10       ^  10  — c 

n-f-1         p   "        p{n+l) 

daher 

—  10(n  +  l)+jp  .  1  «  — (10  — f) 
also 

4* 
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10(n+l)  =  10 -€  mod.  p 

hieraus 

10  »  ^  —  €  mod.  p 
Soll  nun 

^  IO5  ^  1  mod.  p 

sein,  so  muss  auch   sein 

—  lOf^  ^  —  £  mod.  p 
und  nach  Vorhergehendem 

—  lOcg  =  lOn  mod.  p 
Da  p  relative  Primzahl  zu  10  ist,  so  folgt 


f  5  ^  —  n  mod.  p 
d.  h.  fg  «=  —n+ (7(10/1  +  *) 


! 


(11) 


wobei  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet     Dieselbe  muss ,  da  q  eine  ganze 
Zahl  sein  soll,  so  beschaffen  sein,  dass 

—  w-ffl'  .  lOn 

durch  £  teilbar  ist,  und  da  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  sein   kann, 

dass 

—  1  +  10(7  =  0  mod.  £  (12) 

ist.    Da  £  nur  eine  der  Zahlen  1,  3,  7,  9  sein  kann,  deren  kleinstes 
Vielfaches  63  ist,  so  wird  der  Congruenz  (12)  genügt,  wenn 

-  1  + 10^  =  0  mod.  63 
oder 

10^  =  1      „ 

ist.    Diese  Congruenz  lösen  wir  wieder,  indem  wir  ^  in  einen  Ket- 
tenbruch verwandeln.  : 

10 1_ 

63  ~  6  +  1 


3+i 

1       3      10 
Näherungswerte:   g,     Jq,    g«- 

Differenz  der  beiden  letzten  Näherungswerte: 

3^  ^  10_ 1_ 

19       63  ~"       19  .  63 

oder  +  10  .  19  —  3  .  63  =  1 

Hieraus  ergiebt  sich  als  kleinster  Wert 
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Es  ist  somit  Dach  (11) 


woraus  sich  ergiebt: 


189       ,     ^ 


Somit  erhält  man  die  Regel: 

Eine  Zahl  10a;-|-y  ^l  teilbar  durch  p  =  lOn-j-f,  werin 

isa      .   .  .  .  \  .  /     (13) 


(In»  \ 

—  .  71+19  +  /*/?  jy^Ü  mod.  p 


Dies  ist  die  allgemeine  Formel,  welche  die  4  Fälle  (9)  umfasst 
Mau  erhält 

die  1  te  der  4  Formeln,  wenn  man  setzt  e  =  l  /•  =  —  1 9 

•ite                 „  „        „  „  e  =  3  f^  -Q 

t5  te                 „  ,)        77  ij  ^  ^^  •  ^  •=       3 

4te                „  „        „  „  f  =  9  /•=~2 

uod  immer  wieder  das  allgemeine  Glied  ±fpy  hinzufügt. 

Man   kann  die  allgemeine  Regel  noch    in  anderer  Form  geben, 
die  hier  ohne  Ableitung  angeführt  werden  soll: 

Eine  Zahl  z  =  10«  +  ^  ist  durch  einen  Teiler  p=10n-{-s 
teilbar^  wenn 


i:«  O.      1  "1 

=  0 


:+[(-0'      ,sn+tzlll^^jL+_},^ 


(14) 


10 

mod.  p  ist 


Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  s  =  1,  3,  7,  9,  so  erhält  man 
4  Formeln,  die  den  Formeln  (9)  gleichwertig  sind,  die  dritte  mit 
positivem,  die  vierte  mit  negativem  zweiten  Gliede. 

Auch  das  zweite  Verfahren  lässt  eine  Verallgemeinerung  zu. 

Zerlegt  man  nämlich  die  Zahl  z  in  zwei  Summanden   Hj^x-\'y. 

and  soll 

z  =  lO^'x-^-y  ^  0  mod.  p 
seiD,  80  muss  auch 

W'q^x-^-q^y  ^0  mod.  p 
sein,  und  ist  nun 
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10^  ^  1  mod  p 
also  auch 

10*g*  ^  1  mod,  p 

80  folgt  als  Bedingung  der  Teilbarkeit 

a;-j-5*y  ^  0 

Benutzt  man  die  Werte  von  q  der  Formeln  (9),  so  erhält  man  die 
Regel : 

Eine  Zahl  lC*a5-f-y  vft  teilbar  durch  eine  Zahl  von  der  Form 

p  »  lOn  -|-  1,  wenn  a;-|-[(l — n)^'\-fp]y  2=  0  mod.  p 

lOn  +  3,       :,       «+[(3n+l)*+/';)Jy  =  0  mod.  p 

lOn+7,  „      x+  [(-(3n  +  2))  +fp]y^O  mod.  p     \        ^^^> 

lOii+9,  „     «+l(n+l)*+/'2'>  =  0  mod.  p 

oder  allgemein  durch  eine  Zahl  von  der  Form  1  n-f-^,  wenn 

£+1  e+1 

l  (        ^  (-1)    ^  ^'+\\    ,        1 

ir+   11-'')  .  2n  +  Iq  J  +fpjy^o  mod.  p 

Beispiel:  Es  sei  ;>  —  7,  also  n  =  0.    Nach  (15)  ergiebt  sich: 

a)  für  Ä;  «  2:  100a; +  y  durch  7  teilbar 
wenn  (/"— 0)  x-\'4y  durch  7  teilbar 
oder  (f  =  —  1)  x  —  3y  durch  7  teilbar 

b)  für    *  —  3  a;1000a:  +  y  durch  7  teilbar 
wenn  (/ «  1)  «— y  durch  7  teilbar 

Hiernach  zu  untersuchen,  ob  201844983  durch  7  teilbar 

201  344  I  983 
—  933 


nach  b) 

201  344 
—  983 

nach  a) 

200  3 
-18  3 

nanli  a^ 

18 
+80 

"•• ^  98 

Rest  durch  7  teilbar,  daher  die  gegebene  Zahl. 

IV.    Wir  haben  bisher  in  der  Zahl  10a; +  3^  bei  den  Beispielen 
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für  y  die  Einer  genommen,  jedoch  ist  eine  solche  Voraussetzang  in 
den  Ableitungen  nicht  gemacht;  y  kann  eine  zusammengesetzte  posi- 
tive oder  negative  Zahl  sein.  So  kann  man  z.  B.,  um  die  Teilbar- 
keit von  443394  durch  7  zu  untersuchen, 

zerlegen  44394  =  4400  .  10  +  394 

und  bilden  4400  —  2  .  394  -  3612 

ferner  ist 

3t)12  =  360  .  10  +  12  =  36J  —  2  .  12  =  336  =  0  mod.  7 

Setzen  wir  nun,  wenn  «n,  öm-i,  flr»-2  •    .    •  «2»  ^u  ^a 

die  Ziffern  einer  Zahl  bedeuten, 

z  =.  (an  .  lL'*-< +  </„-!  .  l(.'»-2  .    .    .  +  aJlG  +  flo 

und  ist  q  eine  der  Zahlen,  für  welche  im  Fall  der  Teilbarkeit  durch 
p  die  Congrueuz 

X  -\-  qy  ^  mod.  p 
erfüllt  wird,  so  erhalten  wir  als  Kennzeichen  der  Teilbarkeit  von  z 

a»lC»»-i-flO»-^  .    .    .  +ör2l0-fa^+aüg  =  0 
und  unter  Anwendung  desselben  Verfahrens,  indem  wir  jetzt 

a,  -|-«o2  =  y  setzen, 
aHH»'-2+a„,ilC'*-2  .    .    .  +  a^XO  +  a^  +  a^q^+a^q^  ^  0 

u.  s.  w.    Schliesslich  ergiebt  sich  die  Regel: 

Eine  Zahl 
5?  =  ön10»»  +  an-i  lt"-^  + .    .    .  +  a,10  +  ao 

ist  ieilhar  durch  eine  Zahl 

p^lOn  +  B  ((16)*) 

wenn 

o»  +^an-i  +  «M-2g'  .    .    .  +  öog*»  ^  0  mod.  p 

Beispiel:    44394  ist  durch  7  teilbar,  weil 
(^  «  — 2)    4-  4  .  2  +  3  .  2*  —  9  .  23  +  4  .  2*  =  0  mod.  7. 


*)  Die  Formel  ist  sehon  Yon  ran  der  Heyden  Aufgestellt. 
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Wollte  man  das  Kennzeichen  von  (16)  noch  vereinfachen,  so 
müsste  man  für  die  Potenzen  von  q  die  kleinsten  Beste  nach  dem 
Teiler  p  suchen.    Nun  folgt  aas  der  Congruenz 

lOg  ^  1  raod.  p 

dass  q  und  p  relative  Primzahlen  sein  müssen,  und  nach  dem  ver- 
allgemeinerten Fermat'schen  Satze,  nach  welchem 

q(H)  ^  mod.    p 

ist,  wobei  g>(p)  die  Anzahl  aller  deijenigen  Zahlen  von  1  bis  p  be- 
zeichnet, die  relativen  Primzahlen  zu  p  sind,  giebt  es  sicher  eiue 
Zahl  A  (entweder  q)(p)  oder  eine  kleinere  Zahl),  für  welche 

q^  ^  1  mod.  p 

Die  Reste  der  Potenzen  von  q  müssen  ferner  eine  reine  Periode  bilden, 
wir  nennen  dieselben  (r^,  <fi,  (^2  -   -   *und  nehmen  also  <rA  »  1  an. 

Nach  Formel  (16;  ist    nun   die  Bedingung   für   die   Teilbarkeit 
von  z: 

öo  (Jn  +  «J  ^H- 1  •     •     '  -h  ^n-X(5X    .    •    .  -j- fln  ^  0  mod.  p 

Nach  Formel  (1)  ist  die  Bedingung: 

^0^0  ~t"  ^i'*!  4"  •    •    •  +  «h^'m  ^  0  mod.  p 
Ist  nun 

1  ^  ro  =»  ax  ^  q^ 
so  ist 

rj  =  Wvq  ^  n^q  .  q^"^ 
und  da  10g  ^  1 

so  folgt  ri^q^\^  ^  ax^l 

d.  h. 

r2   =-   ßX~2 
wenn  die  kleinsten  Reste  genommen  werden.    Ebenso 

r^  =  10  rj  =  10g  .  g^-2 
10g   =1 


folglich 

d.  h. 

ra  —  g^  2       0^_2 
rg  =  (SX-.2 

Ebenso  folgt 

schliesslich 

^^  ^ 

=■  (TA  1  3,      rr,  =  (TA—      U.    8,     f. 
a    =    «To    •=    1 

Wir  erkennen,  dass  die  Perioden  der  Coefficienten  übereinstim- 
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meu,  nnd  dass  nur  eine  Verschiebung  derselben  in  dem  Polynomen 
gegenüber  dem  ersten  stattfindet.  Dies  aber  entspricht  unserer 
Regel  (2)  wonach  es  gleichgültig,  welchen  Coefficienten  man  als  er- 
sten wählt.  Es  folgt,  dass  Formel  (16)  uns  keine  wesentlich  anderen  Merk- 
male liefert,  als  Formel  (1).  Hier  kehrt  das  zweite  Verfahren  in  das  erste 
zurück. 

Die  kleinsten  Reste  der  Potenzen  von  q  stimmen  also  in  um- 
gekehrter Beihenfolge  mit  den  Teilbarkeitscoefficienten  übereiu;  haben 
diese  die  Periode 

1,     rj,     r2  .    .    .  rA-i 

so  sind  die  Beste  der  Potenzen  von  q  der  Reihe  nach 

=r  1,     r/._i,     rA-2  -    -      r^,     r-^ 

Diese  Beziehungen  ermöglichen  es  noch,  die  allgemeine  Bedingung 
der  Teilbarkeit  nach  dem  zweiten  Verfahren  noch  in  anderer  Weise 
zu  fassen. 

Es  war 

It*  .  a;  -f-  y  ^  0  mod.  p 

wenn 

X  -{-  q^y  ^  0 

Nun  ist 

<Z*  ^  (5k 

daher  die  Bedingung  der  Teilbarkeit: 

3c  +  (5ky  ^  0  mod.  p 
nnd  die  Regel: 

Eine  Zahl  IL^x-^-y  ist  teilbar  durch 

p  =   li)n-\-s 
wenn 

x  +  {(5k+fp)  =  0  mod.  p  \        Q7J 

wobei  0k  d^jenige  Teilbarkeitscoef/icient  ist,  der  in  der  Periode 
fjon  1  =  Ofl  ab  rückwärts  gezählt,  an  hter  Stelle  steht,  f  aber 
eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Beispiel:  1121698172:41. 

Teilbarkeitscoefficienten  für  41: 

1,    10,    18,    16,    —4 

Nach  (7)  ist  dann,  wenn  /  =  0  gesetzt  wird: 
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lC*jj+y  =  0    wenn    a;4-10y  =  0 

10   «4-^=0        „         r  — 4y     =0 

1  121  69  I  8172 
+  81720 

1933  I  89 

+1424  32  I  8 

336  I  2  —32 

—  8  0 

durch  41  teilbar. 

Es  möge  schliesslich  noch  erwähut  seia,    dass    das  zweite  Ver- 
fahren gegen  das  erstere  einen  Nachteil  hat. 

Geht  die  Zahl  z  durch  /;  geteilt  nicht  auf,  so  liefert  die  Unter- 
suchung des  Ausdrucks  (1)  direct  den  Rest    der  Division.     Denn   da 

Z  ^  «o~h  ^1^*1  +  0^2  ^2  •     •     •  +  ^nrn    mod.   p 

ist,  so  muss,  wenn 

z^  r  mod.  p 

auch 

^0~f~^i^'i  •    •    "4"  ^n»'/t  ^  r  mod.  p 

sein.  Der  Rest,  den  dieser  Ausdruck  ergiebt,  ist  auch  der  Rest  der 
Zahl  z.    Anders  ist  es  nach  dem  zweiten  Verfahren.    Ist 

z  =  10iB  +  ^  =  r  mod.  p 

und  die  Grösse  q  bestimmt,  so  ist 

l'qx-\-qy  =  qr 

und  da 

\0q  =  1 

80  ist  ic  +  (Zy  ^  qr 

Stellt  man  die  Zahl  X'\-qy  wieder  in  der  Form  lOa^i+y^  dar,  so 
folgt,  wie  vorher 

und  dann  weiter 

u.  8.  f.  Der  Verkleinerung  der  Zahl  auf  der  linken  Seite  entspricht 
eine  Vergrösserung  auf  der  rechten,  und  man  muss  schliesslich  nocb 
eine  Congruenz  lösen,  um  r  zu  bestimmen.    Zur  Vereinfachung  wird 
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man  allerdings  wieder  die  kleinsten  Reste  der  Potenzen  Ton  g  nach 
dem   Modulus  p  benutzen,  also  die  Grössen  (Tq,  c^  o^  ,   ,   ,   \x.  s.  w. 

Beispiel:  Za  untersuchen 

287539:13 

Teilbarkeitscoefficienten  fflr  13: 

1,    -3,    ^4,    -1,  3,  4 

Für  q  nehmen  wir  — 9 

287  53  I  9  =   r  mod.  13 
81 


2867  I  2  =   4r  mod.  13 
18 


284  I  9   =   3r  mod.  13 
81 


2n3      ~—  r  mod.  13 

r  =  —  2()3  =  —  8  =  5  mod.  13 
also  r  =  ö. 
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V. 

Ueber  eine  besondere  Art  der  Affinität. 

Von 

H.  E.  Timerding 

in  Strassburg. 


Eine  allgemeine  affine  Trausformation  des  Raumes  lässt  sich, 
wenn  man  den  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt,  der  hierbei 
ungeändcrt  bleibt,  zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  wählt,  in  folgender  Form  darstellen: 

IVl  =  «11«^!  + 0^122^2  4"  «13  «'s 
^2  =  «21  ^1  +  «22^2  +  «23  ^3 

•    y^   =  «31^1 +  «32  ^2 +  «23% 

indem  arj,  x^^  x^  die  Coordinaton  des  ursprünglichen,  3/,,  y^^  y^  die 
des  transformirten  Punktes  bezeichnen.  Wir  fragen  nun,  welche 
geometrische  Bedeutung  es  hat,  wenn  zwischen  den  neun  Coeffi- 
cieuten  der  Substitutionsgleichungen  die  drei  Beziehungen 

(2)  aj2   =  Cf2|,      0,\%  =  0^31,      ^23  ^^^  «32 

bestehen. 

Durch  die  affine  Verwandtschaft  gehen  parallele  Gerade  wieder 
in  parallele  Gerade  über,  und  beliebige  Paare  homologer  Strecken 
auf  zwei  entsprechenden  Geraden  stehen  zu  einander  in  demselben 
Verhältniss.  Dieses  Verhältniss  hängt  nur  von  der  Richtung 
der  ursprünglichen    oder    transformirten   Geraden  ab.     Seien    von 
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von  irgend  einer  Strecke  auf  der  erstcren  x^ ,  arg,  sr^  die  Projectio- 
nen  auf  die  Goordiuatenaxen,  so  ist  das  zu  allen  Geraden  von  der- 
selben Richtung  gehörende  Yergrösserungsmass  ^  durch  die  Glei- 
chung bestimmt: 

Durch  die  af6ne  Verwandtschaft  gehen  parallele  Ebenen  wieder 
in  parallele  Ebenen  über,  uqd  entsprechende  Ebenen  sind  ihrerseits 
affin  mit  einander  verwandt,  die  Flächen  aller  Figuren  in  der  trans- 
formirten  Ebene  erscheinen  den  homologen  in  der  ursprünglichen 
Ebene  gegenüber  in  demselfcien  Masse  vergrössert  (oder  verkleinert). 
Dieses  Yergrösserungsmass  M  wird  für  die  Ebenen 

«1  a?! -f- **2  ^2  ~h  %  ^8  ^^  constant 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Ull^l+^12«*2  f  ^13%)*+  (^21%+^22<*2  I  ^83^3)*  +  Usi^l  +^82'^2 

wenn  Aik  die  dem  Elemente  aik  adjungirte   Unterdeterminante  der 
Determinante 

(5)  J  r=»  2  ±  ojiaga  «38 

bestimmt,  die  nicht  verschwinden  darfl 

Gelten  nun  die  Bestimmungen  (2),  so  wollen  wir  schreiben 

6)       /*(i«  ))  ^  «12  a5i*+^2a^2^+«33^3^+2a23a;2X3-f2a3ia^3a'i+2ai2irj  aJa 

und  setzen   die  halben  partiellen    Derivirten  dieser  Function    nach 
d  en  Veränderlichen 

|«ll^l  +«12  «"2 +  «18 «^3  *•  fi 
«2l«^l+«22^2+«23^8==/'2 
«81  ^l  +  «»2i'^2+«33«^3  "  /s 

Es  ist  dann  also 

^)  yi  =  Ai(W),   3^2  ^/^(W)»   y8  =  /3(W) 

'9)      und  A^+^'+Zk* -=  1 

ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides  E^  dem  die  Kugel  K  mit  dem  Ra- 
dius l  um  den  Ursprung  O  entspricht,  und  dessen  Radien  vectoreu 
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den  reciproken  Wert  der  Linienvergrösserang  für  alle  Geraden  ihrer 
Richtung  angeben. 

Setzen  wir  ferner 

(10)     F({u))  -=  iäi, Ui«-f. i4„ tig« 4- ilsatia*  +  2A^^u^u^  +•  2A^^ u^ u^ 

und  die  halben  Derivirten  dieser  Function 

^21  W|  +  ^22**2  +  -^23%  =  -^2 
^81«*l+^82'*2  +  "2^38W8  ==  -^3 

dann  wird 

(12)  V,  «  ^,((ti)),    t;^  =  F^((v)\    1^3  =  F3(rn)) 

wenn 

entsprechende  Ebenen  sind. 

13)  ^i«+F,«+/i2  «  1 

ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides  E  in  Ebenencoordinaten.  Seine 
Tangentialebenen  entsprechen  den  Tangentialebenen  der  Kugel  K^ 
und  die  Abstände  derselben  vom  Ursprünge  geben  den  reciproken 
Wert  der  Flächenvergrösserung  für  alle  Ebenen  von  derselben  Stel- 
lung an. 

Die  Gleichung 

(14)  f((x))  -  1 

drückt  die  Bedingung  dafür  aus,  dass  der  Punkt  x  und  sein  ent- 
sprechender y  conjugirte  Punkte  bezüglich  der  Kugel  K  sind ,  denn 
diese  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 

yia^i  +  y2a^2+y8«8  —1 
Ebenso  ist 

(15)  F({u))  «  1 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  einander  entsprechenden  Ebenen  u 
und  V  bezüglich  der  Kugel  K  conjugirt  sind. 

Die  durch  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  dargestellte  Fläche  F 
kann  uns  zugleich  mit  der  Kugel  K  dienen,  um  die  Affinität  aus 
zwei  polaren  Verwandtschaften  zusammenzusetzen.  Wir  ordnen 
einem  Punkte  seine  Polarebene  bezüglich  der  Fläche  F  zu  und  dieser 
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wieder  ihren  Pol  bezüglich  der  Kugel  K,  dann  entspricht  dieser  Pol 
dem  ersten  Punkte  in  unserer  affinen  Verwandtschaft  Wir  ersetzen 
nämlich  die  Gleichungen  (8)  durch  das  doppelte  System 

/»*((«)  =  "^i     ^«  =  yi 

indem  die  uu  Ebenencoordinaten  bezeichnen.  Zu  einer  Ebene  findet 
man  ihr  in  der  Affinität  entsprechende,  indem  man  ihren  Pol  bezüg- 
lich der  Fläche  F  und  von  diesem  Pole  die  Polare  bezl.  der  Kugel 
K  sucht. 

Das  Ellipsoid  E  ist  bezüglich  der  Fläche  F  der  Kugel  K  reci- 
prok,  wird  also  von  den  Polen  ihrer  Tangentialebenen  gebildet  und 
von  den  Polaren  ihrer  Punkte  umhüllt.  Die  Hauptaxen  von  t  fallen 
darum  mit  den  Hauptaxen  von  F  zusammen.  Wählen  wir  diese 
Hanptaxen  gleichzeitig  zu  den  Axen  der  neuen  Coordinatensysteme, 
und  sei  in  diesem  die  Gleichung  der  Fläche  F: 

<«'     (ö"+'©"+''S)'----'-±' 

dann  wird  die  Gleichung  der  Fläche  E 

Die  Affinität  wird  dann  durch  die  einfachen  Gleichungen  dargestellt 
(18)        1/,  =  --,f,     ri^=  ^-'^Vs  =  — i?8 

Die  Linearvergrösseruug  wird  für  die  Geraden  mit  den  Richtungs-, 
Cosinus  A],  A^,  Ag 

nnd  die  FlächonTcrgrösseruDg  für  die  Ebenen,  deren  Normalen  die 
Richtangscosinns  v,,  v^,  Vg  haben, 


(20) 


M  l/  "'—  4.  -"^  -I-  3^ 


Bei  einer  beliebigen  affinen  Transformation  gehen  durch  den  im 
Endlichen  gelegenen,  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  drei  Gerade 
hindurch,  die  in  sich  selbst  transformirt  werden.  Wählt  man  sie  zu 
Axen  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems,  so  stellt  sich  die 
Transformation  durch  eben  solche  Gleichungen  wie   die  obigen  (19) 
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dar.    Aber  nur  für  die  oben  behandelte  besondere  Art  der  Affinität 
wird  das  schiefwinklige  Coordinatensystem   za  einem  rechtwinkligen 
Nach  Analogie   der  gleichseitigen   Hyperbel   und    des   gleichseitigen 
Kegels  könnte  man  diese  Art  der  Affinität   als  gleichseitige  Affinität 
bezeichnen. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  lässt  sich  die  affine  Transformation 
aus  reciproken  Verwandtschaften  zusammensetzen.  Für  die  Ord- 
nungsflächen derselben  bilden  die  sich  selbst  entsprechenden  Linien 
ein  gemeinsames  System  cQnjugirter  Durchmesser.  Die  eine  der 
Flächen  ist  im  übrigen  willkürlich,  die  andere  ist  durch  sie  aber 
eindeutig  bestimmt;,  so  dass  die  quadratischen  Flächen  mit  jenem 
gemeinsamen  System  conjugirter  Durchmesser  durch  die  Affinität  in 
Paaren  einander  zugeordnet  werden. 

Auch  für  die  allgemeine  affine  Verwandtschaft  hat  das  Ellipsoid 
E  eine  besondere  Bedeutung,  für  dessen  Punkte  der  Zähler  des  Bruches 
in  (3)  und  für  dessen  Tangentialebenen  der  Zähler  des  Bruches  in 
(4)  der  Einheit  gleich  wird.  Wenn  für  zwei  affine  Verwandtschaften 
dies  Ellipsoid  dasselbe  ist,  so  unterscheidet  sich  die  eine  von  der 
anderen  nur  durch  die  Hinzufügung  einer  blossen  Drehung.  Insbe- 
sondere ergiebt  sich  also,  dass  die  allgemeine  affine  Transformation 
sich  aus  einer  gleichseitigen  und  einer  blossen  Drehung  zusammen- 
setzen lässt.  Irgend  eine  Figur  lässt  sich  durch  eine  gleichseitige 
Affinität  immer  in  eine  solche  verwandeln,  welche  der  aus  der  ersten 
durch  eine  ganz  beliebige  Affinität  erhaltenen  Figur  congruent  ist. 

Strassburg,  den  20.  April  1898. 
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VI. 

Ueber  Tetraeder,    deren  Seitenflächen  teilweise 

oder  sämtlich  gleich  sind,  und  über  das 

Hyperboloid  der  Höhen  beim  gleichseitigen 

Tetraeder. 

Von 

F.  August. 


Der  Herausgeber  dieses  Archivs  hat  iu  der  Abhandlung:  Ueber 
das  gleichseitige  und  das  Höhenschnittstetraeder  (2.  Reihe,  T).  XVI, 
S.  257  und  333)  zwei  specielle  Arten  von  Tetraedern  betrachtet,  die 
durch  mancherlei  interessante  Eigenschaften  ausgezeichuet  sind. 
Namentlich  hat  er  nachgewiesen,  dass  bei  einem  gleichseitigen  Te 
traeder,  d.  h.  bei  einem  solchen,  dessen  Seitenflächen  gleich  gross 
sind,  diese  Seitenflächen  auch  congruente,  und  zwar  spitzwink- 
lige Dreiecke  sind.  Dieser  Nachweis  ist  durch  eine  Rechnung  ge- 
führt, die  zwar  ganz  einfach  ist,  mir  aber  doch  keinen  rechten  Ein- 
blick in  den  geometrischen  Zusammenhang  zu  gewähren  scheint.  Im 
Folgenden  will  ich  auf  rein  geometrischem  Wege  etwas  allgemeiner 
solche  Tetraeder  untersuchen,  bei  denen  gewisse  Seitenflächen  einander 
gleich  sind.  Hierbei  ergiebt  sich  im  besondern  auch  der  Hopp  e'sche 
Satz.  Daran  anschliesend  will  ich  die  Gleichung  des  Hyperboloids 
aufstellen,  das  durch  die  vier  Höhenlote  des  gleichseitigen  Tetraeders 
und  durch  die  vier  Höhenschnittlote,  d.  h.  die  in  den  Höhenschnitten 
der  Seitenflächen  auf  diesen  errichteten  Lote,  hindurchgeht.   Wegen 

Arch.  d.  Math.  n.  Phyi.    2.  Reihe,  T.  XVII.  5 
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der  symmetrischen  Lage  dieser  acht  Geraden  beim  gleichseitigen 
Tetraeder  ist  die  Aufstellung  dieser  Gleichung  überaus  einfach, 
während  sie  beim  beliebigen  Tetraeder  bei  weitem  verwickelter  ist. 

Vorweg  sei  an  eine  bekannte  Eigenschaft  des  allgemeinen  Tetrae- 
ders erinnert :  Von  den  Geraden ,  die  die  Mitten  der  Kanten  eines 
Tetraeders  verbinden,  bilden  viermal  je  drei  die  Mittellinien  einer 
Seitenfläche  und  teilen  diese  in  vier  congruente  Dreiecke;  die  drei 
übrigen,  die  die  Mitten  der  Gogenkanten  verbinden,  halbiren  sich 
gegenseitig  im  Schwerpunkte  des  Tetraeders.  Wir  wollen  diese 
letzteren  drei  Geraden,  die  im  allgemeinen  schief  auf  einander 
stehen,  die  Tetraederaxen  nennen. 


I.    Tetraeder  mit  gleichen  Seitenflächen. 

Es  seien  P^,  Pj,  P3,  P4  die  vier  Eckpunkte  eines  Tetraeders. 
(Siehe  die  Figur).  A^  B^  C  seien  die  Halbirungspunkte  der  Kanten 
P^P^,  P^P^,  P^P^,  AB'C   diejenigen  der  Gegenkanten   P^P^,  P^P^, 

Die  Geraden  AA'^  BB\  CC  sind  die  Tetraederaxen.  Sie  hal- 
biren sich  im  Schwerpunkte  O. 

Sind  nun  zwei  Totraederflächen  einander  gleich,  etwa  PxP%Pz 
und  P1P4P3,  so  sind  die  zur  gemeinschaftlichen  Kante  P^P^  in  bei- 
den gehörigen  Höhen  einander  gleich,  also  auch  die  Hälften  dieser 
Höhen;  d.  h.  die  Kante  P^P^  hat  von  den  ihr  parallelen  Geraden 
AC  und  A'C  gleichen  Abstand.  Projicirt  man  somit  die  Kante  P^P^ 
senkrecht  anf  die  Ebene  AC'A'C^  so  hat  auch  die  Projection  von 
AC*  und  A'C  gleichen  Abstand.  Sie  geht  deshalb  durch  O,  und  die 
projicirende  Ebene  enthält  die  Axe  BOB'  in  sich  und  ist  durch  die 
Punkte  P-iP^B'  bestimmt.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Sind  zwei  Tetraederflächen  gleich,  so  steht  die  Ebene, 
die  durch  die  beiden  gemeinschaftliche  Kante  und  durch 
die  Mitte  der  Gegenkante  geht,  senkrecht  auf  der  Ebene 
durch  die  Mitten  der  vier  übrigen  Kanten.  Die  beiden 
gleichen  Flächen  haben  überdies  vom  Schwerpunkte  0 
gleichen  Abstand. 

Durch  wiederholte  Anwendung  kommt  man  nun  zu  weiteren 
Folgerungen. 

Sind  zunächst  drei  Tetraederflächen  einander  gleich,  etwa  die 
drei  in  P^  zusammenstossenden,  so  haben  sie  nach  dem  letzten  Teil 
des  ausgesprochenen  Satzes  alle  drei  von  O  gleichen  Abstand ,   und 
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die  Linie  P^Ogeht  durch  den  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  einge- 
schriebenen Kugel. 

Wichtiger  aber  erscheint  der  folgende  Fall: 

Sind  die  Tetraederflächen  paarweise  gleich,  wenn  etwa 

-PiAA  -=  nn^s    «ad    P^P.P^,  ^  P^P^P^ 

80  Stehen  nach  dem  ersten  Satze  die  Ebenen  PiPq'B'  und  P^PiB 
beide  senkrecht  auf  der  Ebene  ACA'C^  also  ist  ihre  Durchschnitts- 
kante, d.  h.  die  Axe  BB\  Lot  auf  dieser  Ebene  und  steht  deshalb 
auch  senkrecht  auf  den  Kanten  P^P^  und  ^2^4-  Lässt  man  das  Te- 
traeder um  BB'  eine  halbe  Drehung  machen ,  so  kommt  es  wieder 
mit  sich  selbst  zur  Deckung,  die  gleichen  Seitenflächen  siud  con- 
grnent,  und  es  ist 

P^P^  =  P3P4    und    P,P^  ^  P,P, 

Wir  haben  somit  weiter  den  Satz: 

Sind  von  den  Tetraederflächen  paarweise  je  zwei  ein- 
ander gleich,  so  steht  die  Axe,  die  durch  die  Mitten  der 
beiden  Kanten  geht,  in  denen  die  gleichen  Flächen  zu- 
sammenstossen ,  senkrecht  auf  jenen  Kanten  und  ist  ein 
Lot  auf  der  Ebene  durch  die  Mitten  der  vier  übrigen  Kan- 
ten. Von  diesen  vier  Kanten  sind  je  zwei  Gegenkanten 
einander  gleich.  Ueberdies  sind  die  gleichen  Flächen  auch 
congruent. 

Hieraus  folgt  dann  ohne  Weiteres: 

Im  gleichseitigen  Tetraeder  stehen  die  drei  Axen  auf 
einander  senkrecht,  und  jede  Axe  ist  senkrecht  auf  den 
beiden  Seitenkanten,  deren  Mitten  sie  verbindet.  Die 
Gegenkanten  sind  einander  gleich.  Die  Seitenflächen  sind 
congruent. 

In  jedem  Eckpunkt  des  gleichseitigen  Tetraeders  treten  als 
Seiten  der  körperlichen  Ecke  die  drei  Dreieckswinkel  einer  der 
cengruenten  Seitenflächen  auf.  Die  Summe  der  beiden  kleinsten 
Seiten  dieser  körperlichen  Ecke  ist  grösser  als  die  dritte ,  d.  h.  die 
Summe  der  beiden  kleinsten  Winkel  einer  Seitenfläche  ist  grösser 
ftls  der  dritte.  Der  grösste  Winkel  der  Seitenflächen  ist  also  spitz, 
und  wir  können  den  Satz  zufügen: 

5* 
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Die  Seitenflächen  eines  gleichseitigen  Tetraeders  sind 
congruente  spitzwinklige  Dreiecke. 

Der  Nachweis,  dass  die  Seitenflächen  spitzwinklig   sind,   ist  za 
Anfang  des  Abschnittes  II.  noch  einmal  in  anderer  Weise  geführt. 


II.    Das  Uöhenhyperboloid  beim  gleichseitigen 

Tetraeder. 

Es  seien  die  Längen  der  halben  Axen  des  gleichseitigen  Tetra- 

edcrs 

OA  «  a,     OB  ^  ß,     OC---  y 

die  wir  im  allgemeinen  als  verschieden  annehmen.      Die  Richtungen 
dieser  drei  Strecken  seien  die  positiven  Coordinatenaxen. 

Dann  sind  die  Coordinaten  der  Punkte 


Pi  ■■ 

+  «. 

+  ft  + 

Y 

P2  ■ 

+  «1 

-ßi- 

7 

P»- 

-  «i 

+  ßi- 

y 

P4: 

=  «, 

-^1  + 

V 

Die 

Kanten  des  Tetraeders  sind 

a  =  P,P,  -  P3P4  «  2  VW+Y^ 
h  «  PjPg  -  F^P^  =  2  VyH^ 
c  =  P^P^  ==  P,P3  =  2  Va«+|3« 

Sieht  man  die  Kanten  a,  &,  c  als  gegeben  an,  so  ergiebt  sich 

a,  /?,  und  y  sind  also  nur  dann  alle  drei  reell,  wenn  die  Seiten- 
flächen spitzwinklige  Dreiecke  sind,  wie  am  Schluss  des  Ab- 
schnittes I.  bereits  auf  anderem  Wege  bewiesen  war. 

Die   Seitenfläche   i^Ps^^   schneidet    die   Axen   in  den  Punkten 
— «,  -  /3,  —  y,  hat  also  die  Gleichung 

et    •     p    '     y    • 

und    die   Richtungscosinus    ihrer    Normalen     verhalten    sich     wie 

~  :    X   :    -.    Also  sind  durch  die  Gleichungen 
of       (3        y 
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mit  variirendem  u  die  CoordiDaten  eines  Punktes  des  ersten  Höhen- 
lotes dargestellt. 

Um  zu  einem  der  drei  anderen  Höheulote  ttb.erzugehen ,  hat 
man  nur  vor  je  zwei  der  drei  Klammern  rechts  statt  des  positiven 
das  negative  Vorzeichen  zu  setzen. 

Ferner  sind  die  Gleichungen 

der  Ebene  durch  P^^  lotrecht  zur  Geraden  PgA  • 

oder    (2^+/?)/5  =  (2+y)y 
der  Ebene  durch  Pg,  lotrecht  zur  Geraden  P^P^- 

der  Ebene  durch  P^  lotrecht  zur  Geraden    P^P^  : 

Sind  zwei  dieser  Gleichungen  erfüllt,  so  ist  es  auch  die  dritte 
Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  nämlich  in  dem 
Lote,  das  im  Höhenschnitt  des  Dreiecks  P^P^P^  auf  der  Ebene  dieses 
Dreiecks  errichtet  ist,  und  das  wir  das  erste  Höhenschnittlot 
nennen  wollen.    Setzt  man 

(«+«)«  =  {y\'ß)ß  «  {^+y)y=  -^ 

oder 


X 


_(.+?),  ,--(^+!),  ,=-(,+p 


so  beschreibt  der  Punkt  x,  y,  z  mit  variirendem  u  das  erste  Höhen- 
schnittlot. 

Um  zu  einem  der  drei  anderen  Höhenschnittlote  überzugehen, 
hat  n)an  nur  vor  je  zwei  der  drei  Klammern  rechts  statt  des  nega- 
tiven das  positive  Vorzeichen  zu  setzen. 

\7ir  haben  also  das  Resultat: 
Durch  die  Gleichungen 

1)      *«±(»fi),   y  =  ±(/»+^),    «-±(y+^) 

mit  dem  Parameter  u  sind  je  nach  Wahl  der  Vorzeichen  acht  Gerade 
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dargestollt,  und  zwar  je  eiu  Höhealot,  wenn  die  Zahl  der  positiven 
Yorzeichen  ungerade  ist,  das  entsprechende  Höhenschnittlot  aber  bei 
entgegengesetzter  Wahl  der  Vorzeichen. 

Wir  betrachten  nun  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  der  Glei- 
chung 

2)  Ax^-\-By^-\-Cz^  +  D  -^  0 

und  untersuchen,  ob  es  möglich  ist,  die  Coefficienten  derselben  so 
zu  bestimmen,  dass  sie  alle  Punkte  einer  der  acht  Geraden  1)  ent- 
hält. Dies  führt  in  allen  acht  Fällen  auf  dieselbe  Bedingung,  näm- 
lich auf  die,  dass 

3)  A  (a+^y  +  ä(/S+^)*  +  C-(yf '^)V  D  =  0 

für  alle  Werte  von  u  sein  muss.    Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

Aa^+Bß^+  Cy^  +  D  *-  0 

4)  Ä+B  +  C 

Aus  den  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  folgt 
und  dann  aus  der  ersten 

-{"'  ih  -  ?) + ^i?  -  «0 + ''  (1-^  - 1^)] + ^ = ° 

also 


:\ 


a^((i'^^  y^)  +  ßHy^  -«^)  +  y*(«*  —  (3 ') 

a^  .  ß^  ,yK  D 

""  +  («^  -  ß^)  iß^  -  y^)  (y2  —  a^\ 

Mithin  ist  die  Gleichung  der  Fläche  2)  nach   einigen  UmformuDgen 

Die  Gleichung  5)  stellt  also  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung dar,  auf  der  die  sämtlichen  acht  Geraden  1)  d.  h. 
die  vier  Höhenlote  und  die  vier  Höhenschnittlote ,  lie- 
gen.   Diese  Fläche  nennen  wir  das  Höhenhyperboloid. 
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Die  Halbaxen  des  Höheuhyperboloids  sind: 

Ist  a  >  jS  >>  y ,  so  ist  der  zweite  dieser  drei  Werte  imaginär, 
die  beiden  andern  sind  reell.  Die  Fläche  ist  also  ein  (einschaliges) 
Hyperboloid,  dessen  reelle  Halbaxen  in  die  x  Axe  und  in  die  s  Axe 
fallen. 

Singulare  Fälle  treten  ein,  wenn  die  Werte  er,  |5,  y  nicht  sämt- 
lich verschieden  sind. 

Sind  zwei  dieser  drei  Werte  einander  gleich,  etwa 

so   folgt  aus  den  Gleichungen  4) 

Z)  =  0,     e=0,    A  +  B=:0 
Die  Gleichung  der  Fläche  wird 

jc2  _  ^2   _  0 

Die  Fläche  zerfällt  also  in  zwei  auf  einander  senkrechte  Ebenen. 
Dieser  Fall  kann  auch  als  Grenzfall  aus  dem  allgemeinen  Falle  ab- 
geleitet werden.     Die  Gleichung  5)  behält  ihre  Gültigkeit. 

Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  sind  alsdann  gleichschenklig, 
die  Höhenlote  schneiden  sich  paarweise,  und  ebenso  die  ihnen  ent- 
sprechenden Höhenschnittlote. 

Sind  alle  drei  Werte  «,  ß,  j  einander  gleich,  so  ergeben  die  Glei- 
chungen 4)  nur  die  Bedinj3:ungen 

Alle  Gleichungen  von  der  Form 

bei  beliebiger  Wahl  von  A  und  B  erfüllen  die  Bedingung.  Diese 
Gleichung  stellt  eine  Schar  von  Kegeln  dar,  die  sich  in  den  vier 
Geraden 

aj2  =:  y2  ^a  g2 
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durchschneiden.  Die  acht  Geraden  1)  £eillen  paarweise  in  je  eine 
dieser  vier  Geraden  zusammen.  Das  Tetraeder  ist  regulär,  die  Höhen 
schneiden  sich  in  O  und  sind  zugleich  Höhenschnittlote. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  zwei  specielle  Fälle  besprechen: 

Soll  das  Hyperboloid  5)  eine  Umdrehungsfläche  sein,    so 

muss  sein 

a«  (ßt  ^  yt)  =  y2  («»  —  ßi ),    oder 

2  1,1        ,    ,       .         «yV2 

^.  =  -.+  -,,    d.h.    P-y^,q:p 

Wir  fällen  im  Dreieck  AOC  von  O  die  Senkrechte  auf  AC.    Deren 

Länge  ist  gleich  -;    ß  muss  also  gleich   der  Diagonale  eines 

Quadrats  sein,  dessen  Seite  gleich  jener  Senkrechten  ist,  damit  das 
Höhenhyperboloid  eine  ümdrehungsfläche  sei. 

Soll  einer  der  Hauptschuitte  des  Hyperboloids  eine  gleichseitige 
Hyperbel  sein,  z.  B.  der  in  der  xy  Ebene,  so  muss  sein 

A-\-B  =  0 

Da  aber  nach   der  Gleichung  4)  allgemein 

A  +  B  +  C  =  0 

ist,  so  folgt  (7=0  Diese  Bedingung  führt  also  auf  den  oben  be- 
sprochenen singulären  Fall,  wo  das  Hyperboloid  in  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Ebenen  zerfällt,  und  die  Seitenflächen  des  Tetrae- 
ders gleichschenklig  sind. 

Berlin,  im  October  1898. 
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VII. 

Die  Stellung  der  Venus  bei  ihrem  grössten 

Glänze. 

Von 

Prof.  Dr.  F.  W.  Fischer  in  Kempen  am  Rhein. 


Wenn  man  den  Lauf  eines  Planeten  auch  nur  einige  Zeit  mit 
Anwendung  eines  Fernrohres  von  ganz  massiger  Vergrösserung  oder 
gar  blos  mit  freiem  Auge  verfolgt,  so  erkennt  man  leicht,  die  Zu- 
oder  Abnahme  der  Helligkeit,  mit  welcher  derselbe  zu  verschiedenen 
Zeiten  glänzt.  Mars  hat  als  untere  Helligkeitsgrenze  nach  Prof. 
G.  Müller  die  Grösse  des  Regulus  gleich  1,5,  als  obere  die  Grössen- 
classe  —  2,7.  Für  Jupiter  ergaben  die  Messungen  des  Prof.  G. 
Müller,  welche  in  den  Jahren  1878-  90,  also  während  des  ganzen 
Umlaufs  dieses  Planeten  ausgeführt  wurden ,  dass  die  mittlere  Op- 
positioushelligkeit  desselben  —  2\  Grösse  beträgt,  während  die  grösste 
Helligkeit,   als   der  Planet    in   Opposition    nahe    dem  Perihel    war, 

—  22/3  Grösse   erreichte.    Die  Helligkeit  der  Venus  spielte  zwischen 

—  3  Grössenclasse  als  Minimum  und  —4,5  Grösse  als  Maximum. 

Wenn  nun  zwar  die  Differenz  der  Helligkeitsgrenzen  beim  Mars 
diejenige  der  Venus  tibertrifft,  so  fällt  doch  der  Glanz  der  Venus 
in  seinem  Maximum  mehr  auf,  als  der  des  Mars,  weil  der  erstere 
im  Maximum  den  letzteren  beinahe  um  zwei  Grössenclassen 
übertrifft,  der  Glanz  der  Venus  also  dann  6  mal  so  gross  ist,  als 
der  des  Mars,  so  dass  die  Venus  zuweilen  unter  günstigen  Umstän- 
den bei  Tage  mit  freiem  Auge  gesehen  wird. 

Auffallend  ist  ferner,  dass  der  grösste  Glanz  der  Venus  nicht, 
wie  man  erwarten  sollte,  zur  Zeit  der  grössten  Elongationen  oder 
nahe  bei  den  oberen  Conjunctionen  stattfindet,  sondern  in  der  Nähe 
der  unteren  Conjunctionen.  Deswegen  haben  schon  früher  Halley 
und  andere  untersucht,  wie  die  Stellung  der  Venus  zur  Erde 
und  Sonne  sein  müsse,  dass  ihr  Lichtglanz  für  einen  Beobachter  auf 
der  Erde  den  grössten  Wert  habe.  Diese  Frage  soll  auch  hier  be- 
bandelt werden. 
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Es  sei  S  die  Soone,  T  die  Erde,  V  der  Mittelpankt  der  Venus, 
eabd  ein  Hauptkreis  derselben  in  der  Ebene  STV]  ferner  sei  ab 
senkr.  auf  SV  und  cd  senkr.  auf  TV,  Es  ist  nun,  wenn  Bogen 
ach  —  180^  das  Mass  der  erleuchteten  Halbkugel  der  Venus,  Bogen 
ca  das  Mass  ihres  sichtbaren  Teiles;  ferner  ist  ab  die  orthogra- 
phische Projectiou  von  acb,  so  wie,  wenn  man  noch  ce  senkr.  aaf 
ab  zieht,  ae  die  Projectiou  von  ac.  Es  verhält  sich  also  der  er- 
leuchtete Teil  zum  sichtbaren  Teile,  wie  bca  zu  ca  oder  auch  wie 
ab  :  ae.    Bezeichnet  man  Wkl.  SVT  mit  v,  so  ist,  weil 

Wkl.  SVT^  bVc  ^  r,      Wkl.  aVc  =^  18U"  —  v 

Es  verhält  sich  also  jetzt,  wenn  man  die  Oberfläche  der  erleuchteten 
Halbkugel  =  1,  den  sichtbaren  Teil  derselben  =»  m  setzt. 


oder,  wenn 


ist,  wird 


daher  ist 


1  :  m  =r  ab  :  ae 
ab  =:2q  ist,  woraus 
ea  ^  Q—Ve=  p(l-|-cosz?)  =  2  p  cos'^ 


V 


1  :  m  =  2y  :  2p  cos*  ^ 


m  =  cos^  ö 


Ist  nun  die  Lichtstärke  der  Fläche  1  in  der  Entfernung!  gleich  1, 
so  ist  für  die  Fläche  w,  in  der  Entfernung  TV  =  y,  da  die  Licht- 
stärke umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung,  die 
Lichtstärke 

cos*  ö 
1)    X=  — ^- 

Um  zu  bestimmen,  wann  dieser  Ausdruck  ein  Maximum  werde, 
differentiire  man  ihn  und  setze  das  Differential  =  0.    Es  wird  dann 

—  y   cos  ö  Siö  ndv  —  2y  cos*    -  dy 
BL  = 1 0 


oder 


also 


V  y      ,    V 

cos  ö  ^y  =*  —  2  •  ®^^  2  *  ^^ 

^      dy  y  V 

2)    ,5^-|.tang-2 
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dy 

Mau  suche  jetzt  noch  einen  anderen  Wert  für  ~-  aus  dem  Dreieck 

STV.  Es  ist,  wenn  man  die  Entfernung  ST  der  Erde  von  der 
Sonne  mit  R,  die  Entfernung  SV  der  Venus  von  der  Sonne  mit  r, 
die  Entfernung  TV  mit  y  und  den  Winkel  STV,  die  Eiongation  der 
Venus,  mit  T  bezeichnet, 

wenn  man  differentiirt, 

0  =  2ydy'\'2rysinvdv  -  2rcosvdy 

üy  ry^xnv 

dv  y  —  r  cos  ü 

und  da 

r  .  sin  ü  =  Äsin  T    und 

y  =  rcosü+^cos  r    ist, 

3)  J  =  -2..tang    T 

Aus  2)  und  3)  folgt 

V 

4)  taug  .^  =  2  taug  r    und,  da 


sinr« 

**          • 

^  ;  smv    ist, 

r 

^ 

sin  T 
cosr 

Ä' 

SIUV 

itang^ 

K- 

R      "" 

j.       2  .  sin  5  .  COS 

'2 

—            

S-3     — 

COS 

'l     j/i- 

-pj .  sin'o 

/2« 

I6r« 

sin^v            ^  V 
16    -'=°«*2 

Ä« 

4  8in*ö  •  < 

1   ^ 

I6r«^ 

16 

=  COS    rt 

rvoÄ-   _1_  nnc^ 

i?_<. 

nnc^  • 
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C08*|+3C0s*2-i^, 


eo8^ 


2  6  -  r    12r«  ^  36 


5)  cos  - 


^  =  ±l/-|±tV3ie«-+V 


Setzt  man  in  Gl.  5)  Ä  =  1  und  r  «  0,7233,  welcher  Wert  die 
halbe  grosse  Achse  der  wenig  excentrischen  Vennsbahn  angibt,  wenn 
die  mittlere  Entfernung  der  Erde  auf  der  Sonne  »  1  ist,  so  wird 


cos 


^  _  ±  j/_  i  +  -^^  ^3.5.32 


cos^  =»  ±  0,2658 
woraus  (zunächst  für  den  positiven  Wert) 

^  «  58«  58'    und 

6)  V«  117^56' 

Ferner  erhält  man  den   Wert   für    die  Elongatiou    T  aus    der 
Gleichung 

.    ^       siu  V  .  r 

Es  ergibt  sich 

7)  r  =  39«  43' 

Aus  Gl.  6)  und  7)  findet   sich  dann  der  Wert  für  Wkl.   TSV  -^  S^ 
nämlich 

8)  /S  —  22«  21' 
Um  noch  y  zu  finden,  hat  man 

R  sin  S 

^  "^    sin  V 
woraus 

9)  S^  »  0,4304    ist. 

Zuletzt  findet  man  nach  Gl.  1),  6)  und  9)  die  Lichtstärke 

10)  L  «  1,4347 


Fi»  eher:  Die  Sleüung  der    VeniM  bei  ihrent  gröasten  Glänze,  77 

Aus  61.  8)  ergibt  sich,  dass  der    grösste  (rlanz  der  Venus  dann 

stattfindet,  wenn    ihr   Badiusvector   mit  dem   nach  der  Erde   einen 

Winkel 

5=220  21' 

macht.    Da  nun  die  mittlere  Bewegung  der  Venus  täglich   1,6  Grad, 

die  der  Erde  0,9863  Grad  beträgt,    so  eilt  die  erstere  der  letzteren 

täglich  um  0,6137  Grad  voraus;  es  werden  also  von  der  Gonjunction 

beider  Himmelskörper  bis  zu  der  Stellung,  in  welcher  ihre  Radien - 

vectoren  den  Winkel 

S^  22«  21' 

bilden,  so  viele  Tage  vergehen,  als  0,6137  Grad  in  22*  21'  —  22,85 
Grad  enthalten  ist,  d.  h. 

22,35        „,  ,  ^ 

Das  Licht  der  Venus  ist  also  am  stärksten  36  Tage  nach  ihrer 
unteren  Gonjunction  oder  auch  vor  derselben,  da  der  Winkel  T  auch 
an  der  anderen  Seite  von  ßT  liegen  kann.  Die  Elongation  ist  dann 
39®  43'  (während  die  grössten  Elongationen  45®  bis  48®  betragen) 
und  ihre  Entfernung  von  der  Erde  beträgt  dann  0,4304  in  Teilen 
der  halben  grossen  Achse  der  Erdbahn.  Das  gefundene  Resultat 
stimmt  mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  wol  überein. 

Wollte  man  die  angegebene  Rechnung  auch  auf  den  Mercur 
anwenden,  so  würde  man  durch  Substitution  von  r  » 0,387  und 
Ä  =  1  in  Gl.  5)  erhalten 


cos 


f) 

=±K- 

•i± 

1 
2,322 

2 

f9 

y3,l-l977 

2' 

-  ±  yo,5976ö 

V 

—    1 

2 

-  39®  22' 

V  = 

=  78®  44' 

Weiter  findet  sich 

T  =?  22®  18'  20"    und 
S  =  78®  57'  40" 


Da  Mercur  täglich  ungefähr  um  4,094  Grad,  die  Erde  0,9863  Grad 
sich  fortbewegt,    so  eilt  der  Mercur  der  Erde    täglich  3,108   Grad 
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voraus.    Nach  25  Tagen  wird  daher  der  Winkel 

6^  =  78^  57' 

sein,  d.  h.  in  25  Tagen  nach  der  untern  Conjunction  würde  das 
Licht  des  Mercur,  bei  einer JEIongation  Ton  22^  18'  am  stärksten 
sein.    Die  grössten  Ausweichungen  des  Mercur  betragen  t8*  bis  28^. 

Das  hier  gefundene  Resultat  kann  wol  besonders  wegen  der 
grossen  Excentricitftt  der  Mercurbahn  (weshalb  man  r  nicht  als 
constant  nehmen  kann)  auf  Genauigkeit  wenig  Anspruch  machen. 

Kempen  (Rhein),  den  28.  Mai  1898. 
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VIII. 


Zum  Pappus'schen  Lehrsatz. 


Von 

Dr.  K.  Zahradnik 

in  Agram. 


1.  Verschieben  wir  das  Dreieck  ABC  in  die  Lage  A*B*C\  so 
beschreiben  seine  Seiten  Paralellelogramme ,  deren  Flächensumme 
gleich  null  ist.    Multipliciren  wir 

AB  +  BC-\-  Ci4  =  0 

mit     AA'  =  BB',    so  erhalten  wir  (Fig.  1.) 

AB  .  AA'-^-BC    BB'  +  CA  .  AA'  ^  0  (1) 

nach  Grassmann ^)  ist 


AB  .  AA'  =  AB  .  ^^'sin^il^' 

das  äussere  Product  der  Geraden  AB  und  AA\  dasselbe  ist  gleich 
dem  Flächeninhalte  des  Parallelogramms  ABB'A',  die  Relation  1) 
können  wir  somit  schreiben: 

ÄBB'A'  +  BCC'B'+  CAA'C  =  0 
oder 

ABB'A'  «  ACC'A'+  CBB'C  (2) 

Die  Gleichung  (1)  drückt  den  Pappus^schen  Lehrsatz  in  seiner 
Allgemeinheit  aus. 


1)  Grassm&nn:     Die  lineare  Ausdehnungslehre    S.  Aufl.  1870.  pg.  65. 
vergl.  U  c.  §  29.  pg.  49. 
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Der  planimetrische  Beweis  des  Satzes  ist  sehr  eiofacb  '),  wir 
wollen  im  folgenden  einen  trigonometrischen  Beweis  liefern  and 
daran  neue  Betrachtungen  knilpfen. 

2.    Verschieben  wir  das  Dreieck  AßC  in  der  Richtung 

6  «  Wkl.  BAA'  um  d=  AA' 

Nach  gewöhnlicher  Bezeichnung  haben  wir 

c  =  aCOBß-^-bcos  a 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  dsind  d.  i.  mit  der  Höhe 
des  Parallelogramms  ABB'A\  so  erhalten  wir  wegen 

cos« sin ö  ■=  8in(Ö — a)  +  sinacosö 
cos/Jsinö  =  sin(ö4-iS)  — sin/3cosö 

d«sinö  —  adsin(ö-|-/?)  +  Ärf8in(d  — a)  — dcosÖ(asinj3  — ÄsiuTr) 

Nun  ist 

a  sin  j3  —  2»  sin  a  =  0,    somit 

dcün  6  =  admii{B-\'ß)  -|-Ädsin(ö  —  a) 
oder 

ABB'^'  -=  CBB'C'+ACC'A' 

«)  Wenn  ö  =  9(y>,  so  ist 

cd  -»  aä cos /?-}"* ^COSüf 
oder 

ad  =  ak^  -\'bh  (3) 

wenn  wir 

rfcos/?  «=»  A:,,    dcosa  «  Ä;    setzen. 

ß)    Ist  ausserdem  d  =^  c  (Fig.  2),  so  ist 

c*  =  a«cos]S-j-Äceosa 

Bezeichnen   wir  mit  ^],  B^   die  Fusspunkte   der  Höhen   BA^^ 

ABx^  so  ist 

ccosa  «=«  y^^j  =  a-|-aj 

«COS/?=  Bßi  «=•  Ä-|-^^i 

wo    a,  —  C^i,    6^  ««  CÄj  ist,  somit  erhalten  wir 


1)  J.    B.    Henrici    Treutlein;     Lehrbuch    der    Elementar-Geometrie. 
Leipzig  1891.     Thcil    1.  pg.  98.      Hoffmann  Ztschr.  XX VL  p.  2.'>7. 
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ABBiAj^  ist  aber  ein  Ereisviereck,  somit  ist 

daher  geht  die  obige  GleichuDg  ttber  in 

c««  a«+62^2aa,  (4) 

was  den  Pythagoreischen  Lehrsatz   für  ein   schiefwinkliges  Dreieck 
gibt,  den  wir  auch  schreiben  können: 

c2  =  «2-f  i«  — 2aicosy  (5) 

wegen 

a^  =  ACcos(7C^y)  **  —  Äcosy 

y)  Ist  das  gegebene  Dreieck  bei  C  rechtwinklig,  somit  y  —  90®, 
so  ist  Fig.  3): 

k   «  AM  =  AA'  cos  a  «=»  AB  cos  a  =  AC  '^  h 
h^  ^  BN=  BB'  cos^  =  ABcosß  ^  BC -=-  a 

und  3)  nnd  5)  gehen  in  den  gewöhnlichen    Pythagoreischen   Lehr- 
satz über. 

3.  Ist  D  Höhenschnittspankt  des  Dreieckes  ABC^  so  können 
wir  sagen:  Der  Umkreis  des  Viereckes  A^B^AB^  sowie  der  Umkreis 
des  Viereckes  A^DB^C  haben  A^B^  zur  gemeinschaftlichen  Sehne. 
Die  Senkrechte  im  Mittelpunkte  dieser  Sehne  ist  die  Centrale  beider 
Kreise ;  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  von  AB  und  CD  hal- 
birt  die  Sehne  AxB-^  senkrecht  (Fig.  2.) 

Der  Winkel  ADB  ist  Supplement  des  Winkels  ACB. 


Bas  Pappus^sehe  Dreieck. 

4.  Es  sei  C*  der  Schwerpunkt  des  Parallelogramms  ABB'A\ 
ähnlich  Ä\  Bf'   für  die  Parallelogramme  BB'CC,  ACC*A*  (Fig.  1.) 

Den  Eckpunkt  A  nehmen  wir  als  Anfangspunkt,  die  Seite  AB 
als  JT-achse,  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  dann  ist  c  die 
Abscisse  von  B. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  b',  ri  die  Coordinaten  des  Scheitels 
Cf  BD  erhalten  wir: 

-4'(c?cosÖ,    c/sinö) 
B'(c  +  <ico8Ö,    (Isinö) 

Afch.  L  Itaih.  11.  Phy«.  2  Reihet  T.  IVll.  0 
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C'($+(iCOSÖ,      i7  +  d8iuö) 

^    V  ^  '       '  ~~^      ) 

\        2        '  2         ) 

„  (c-^d  cos  ß      ds'\nß\ 
C    \^        ^-,     —2—) 

Das  Dreieck  A"  1^*  C*  wollen    wir  als  das  Pappus'sche  Dreieck 
bezeichnen,  sein  Schwerpunkt 

„/i'+c   ,   dco%ß      ty^öfsinö' 


"3""^         2  "'     3  +"2"/ 


Dieses  Dreieck  hat  folgende  Eigenschaften: 

et)    Seine  Seiten    sind  unabhängig   von   der  Grösse    der    Trans 
ation  d^  wie  von  der  Richtung  der  Translation  ö,  es  ist 

A"B"='^,     B"C"  =  ^,     C"A"=^ 

ß)  Die  Seiten  des  gegebenen  Dreieckes  sind  parallel  zu  den 
Seiten  des  Pappus'schen  Dreieckes. 

y)    A^"Ä"C"  Q^  A  ABC. 

ö)  Das  Pappus'sche  Dreieck  A"B"C'  liegt  zum  gegebenen 
Dreiecke  perspectivisch. 

f)    Für  gegebenes  d  ist  der  Ort  {T")  der  Schwerpunkte  des  Pap- 

d 
pus'schen  Dreiecks  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  ^  und  dessen  Mittel- 
punkt im  Schwerpunkt    T  des  Dreieckes  ABC  liegt. 

f)  Für  gegebene  ß  ist  der  Ort  (7'")  eine  Gerade,  welche  durch 
den  Scherpunkt  T  des  gegebenen  Dreieckes  geht ,  unter  der  Rich- 
tung ß, 

ri)  Wenn  i4',  B',  C  Kreise  beschreiben  um  die  Punkte  A,  be- 
ziehungsweise B,  C  mit  dem  Halbmesser  d^  so  beschreiben  A'\  Ä'% 

C"  Kreise  um  (^"9—»  5)    beziehungsweise    f^-  ^l»  (ö'  ^)      "^^^ 

dem  Halbmesser  ^    und   der    Schworpunkt    r"   beschreibt  ebenfalls 
einen  Kreis  um    ^(  ~q     »  0)  ""it  dem  Halbmesser  ,z. 
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&)  Ist  T'  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes  A'B'C,  daun  ist 

TT"  =  T"T\ 
d.  i.  r"  halbirt  die  Strecke  T2 '. 


Inyolatoriscb-quadratische  Yerivaudschaft. 


5)  Die  Senkrechten  BA^^  AB^  auf  die  Seiten  AC,  beziehungs- 
weise BC  schneiden  sich  im  Punkte  D  (Fig.  2).  Die  Verbindungs- 
linie DC  ist  senkrecht  zu  AB,  denn  die  Senkrechte  von  C  auf  AB^ 
geht  durch  Z),  den  Höhenschnittpunkt  des  Dreieckes  ABC.  So  ent- 
spricht dem  Punkte  C  eindeutig  der  Punkt  D;  und  umgekehrt,  wenn 
wir  vom  Dreiecke  ABD  statt  vom  Dreiecke  ABC  ausgehen. 

Die  Punkte  C,  D  sind  demnach  in  involutorischer  birationaler 
und  wie  wir  gleich  zeigen  werden,  quadratischer  Verwandschaft. 

Das  Coordinatensystem  wie  in  Art.  4  vorausgesetzt ,  finden  wir 
für  den  Punkt  D 

y  =  - 


woraus  wieder 


V  =  ^^^^  (7) 

y 

folgt,  was  unsere  Behauptung  erhärtet. 

Die  Hauptpunkte  sind  den  beiden  Systemen  der  Punkte  (C) 
und  (D)  sind  die  Punkte  A  und  B  und  der  unendlich  entfernte 
Punkt  der  y  achse. 

Beschreibt  der  veränderliche  Scheitel  des  Dreieckes  ABC  die 
Gerade  G,  welcher  kein  Hauptpunkt  angehört,  so  beschreibt  der 
Punkt  D  auf  Grund  angeführter  Verwandschaft  eine  Hyperbel,  welche 
durch  die  Punkte  -4,  B  hindurchgeht  und  deren  eine  Asymptote  zur 
Geraden  AB^  die  andere  zur  Geraden  G  senkrecht  steht. 

Einer  Geraden  durch  den  Punkt  A  entspricht  eine  Hyperbel, 
welche  in  zwei  Gerade  zerfällt  und  zwar  in  die  y-Achse  und  in  die 
Gerade,  welche  durch  den  Punkt  B  hindurchgeht  und  auf  der  ge- 
gebenen Geraden  senkrecht  steht  u.  s.  w. 

6* 


1 
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Wir  haben  also  hier  mit  einem  speciellen  Falle  einer  kvadra- 
tischen  Inversion  zu  tun,  welche  Hirst  in  seiner  Arbeit  „On  the 
quadric  Inversion  of  plane  curves",  London  1865  untersuchte. 

6)  Entsprechende  Punkte  von  constanter  Entfernung 


CD  =  d 

liegen  auf  zwei  Kreisen  (Fig.  4) 

X^-^y^ ex  +   dy  =  0 

welche  symmetrisch  liegen  zur  X-Achse.  Den  Punkten  des  Bogen8 
LDK  entspricht  der  Bogen  ACD  des  anderen  Kreises  und  den  Bogen 
LD'K  des  ersten  Kreises  entspricht  der  Bogen  AC'B  des  zweiten 
Kreises.  Für  veränderliches  d  erhalten  wir  ein  Kreisbüschel,  deren  Ka- 
dicalachse  die  JT-achse  ist;  symmetrische  Kreise  dieses  Büschels  in 
Bezug  auf  die  Radicalachse  gehören  zu  demselben  d.  Für  rf  =  0 
ist  C^=:  D^  d.  i.  der  Kreis,  dessen  Durchmesser  AB  ist,  ist  der  sich 
selbst  entsprechende  Kegelschnitt  dieser  kvadrati sehen  Transfor- 
mation. 

7.  Wie  bekannt  entspricht  in  dieser  Transformation  einem 
Kegelschnitte  eine  rationale  Curve  4.  Ordnung  mit  den  Doppel- 
punkten in  den  Hauptpunkten  des  Systems.  Geht  der  Kegelschnitt 
durch  den  Punkt  A^  so  ist  die  transtormirte  Curve  die  y-achse  und 
eine  rationale  Curve  dritter  Ordnung,  welche  eine  oder  drei  reelle 
Asymptoten  besitzt,  je  nachdem  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist.  Geht  der  Kegelschnitt  durch  die  Punkte  A  und  B^ 
zerfällt  die  transformirte  Curve  in  die  3^-achse,  und  in  die  Gerade, 
welche  durch  den  Punkt  A  geht  und  senkrecht  auf  der  Geraden  Aß 
steht,  ferner  noch  in  einen  Kegelschnitt. 

Zuletzt  wollen  wir  noch  die  Transformirte  der  Cissoide 


y 


f    a^  —  X 


anführen.  Dieselbe  ist  die  doppelt  gezählte  3^-achse  und  eine  ra- 
tionale Curve  dritter  Ordnung,  welche  einen  reellen  Doppelpunkt 
hat  für  «1  >  c,  einen  isolirten  Punkt  für  a^  <C  c.  Für  aj  =-  <?  er- 
halten wir  wieder  eine  Cissoide,  welche  congruent  mit  der  gegebenen 
Cissoide,  nur  umgedreht  um  die  Senkrechte  auf  AB  im  Mittelpunkte 
S  dieser  Strecke. 
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Rationale  kTadratiseh-reeiproke  Ter  wandschaft. 

8)  Im  Art.  5.  sahen  wir,  dass  zwischen  den  Puuktsystemeu  C(g,  ti) 
Dlxy)  eine  birationale  k vadra tische  Verwandschaft  besteht,  so  dass 
wenn  der  Punkt  C  eine  Gerade  G{u^  v)  beschreibt,  der  entsprechende 
Punkt  D  eine  Hyperbel 

H  ^  x(uy  —  vx)  -J-  cvx  -{-  y  =  0 

erzeufit,  welche  durch  die  Hauptpunkte  der  Punktsysteme  (C),  (D) 

hindurchgeht. 

9.  Eine  Asymptote  der  Hyperbel  H  ist  parallel  zur  y-achse, 
die  zweite  steht  senkrecht  auf  der  Geraden  G.  Umgekehrt  kann 
man  jede  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  parallel  ist  zur  y-achse, 
und  welche  durch  den  Anfangspunkt  und  den  Punkt  B{c,  O)  hin- 
durchgeht, in  eine  Gerade  trausformiren.    Eine  solche  Hyperbel  hat 

die  Gleichung 

H ^  x\^ mx  -f-  ny)  -{- px  -{-  y  ==  0 

Die  Coordinaten  der  zugeordneten  Geraden  sind  m^  —  n  und 

AB  =.  c  =-    -  ^ 

m 

Bezeichnen  wir  nun  mit  S^  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  H, 
mit  Xj,  y^  seine  Coordinaten,  so  ist 


^  u 


1 


(c-\-'2u)v 
Vi- ^ta— 

Der  Mittelpunkt  S^  liegt  demnach  immer  auf  einer  Senkrechten  auf 
der  Achse  X  in  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Geraden  G,  tFmge- 
kehrt,  wenn  wir  einen  Punkt  5,  als  Mittelpunkt  einer  Hyperbel  H 
betrachten,  so  ist  dieselbe  schon  bestimmt  (denn  wir  kennen  von  ihr 
drei  Punkte  und  den  Mittelpunk) .  Aus  den  Gleichungen  8)  folgt 
auch  eindeutig 

_       1 

(9) 


c  = 


(2a'j  —  c)x^ 

wir  kennen  somit  w,  v,  demnach  die  Hyperbel  H  selbst. 

„Es  besteht   zwisr^hen    der   Geraden    G{u,  v)  und    dem   Punkte 
'A(^ii  y\)  eine  rationale  kvadratischo  Verwandschaft." 
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Eine  Curve  nter  Ordnung,  welche  nicht  durch  die  Hauptpunkte 
hindurchgeht,  wird  in  eine  Curve  2nter  Classe  transformirt  und 
umgekehrt,  eine  Curve  nter  Classe,  welche  nicht  die  Hauptgeraden 
zu  ihren  Tangenten  hat,  wird  in  eine  Curve  2nter  Ordnung  trans- 
formirt.   Schreiben  wir  die  Gleichung  der  Curve  »ter  Classe 

Cm  :=  9m  -j-  (fn—l  -|-  .     •     •  "h  9i  "h  9o  '^^  ^ 

WO  9n  eine  homogene  Function  in  den  Tangentialcoordinaten  u,  v 
ist,  so  ist  die  Gleichung  der  transformirten  Curve 

62»»  =On  +  x^  (2ar,—  c) <l>„_i4-  .    .    .  +  x^'\2x^  -  c)"  <I>o  =  0  (10) 

wo  Ou  das  Resultat  der  Substitution  von  — (2a;j— c),  — y^  für  w 
beziehungsweise  v  in  <pk  bedeutet,  daher  ein  Polynom  kten  Grades 
in  Bezug  auf  Xj,  ^,  ist,  nämlich 

k 

Die  Hauptpunkte  sind  f^,  0}    und    der  unendlich    entfernte    Punkt 

der  y:: Achse,  in  welchem  zwei  Hauptpunkte  sich  vereinigen.  Aus 
diesem  Grunde  erhellt  auch  der  Parallelismus  der  Asymptoten  mit 
der  y-Achse,  so  wie  aus  der  Gl.  (10). 

Aehnlieh   würde  man   verfahren   bei   der  Transformation    einer 
Curve  nter  Ordnung  C»»  mittelst  der  Gleichungen  (8>. 

9.    Nehmen  wir   nun  an,  dass    sich  die  Gerade   G   um    eiuen 
ihrer  Punkte  (xqi/q)  dreht. 

Für  jede  Lage  der  Geraden  G  gilt  somit: 

und  für  den  betreffenden  Mittelpunkt  S^ix^  ,y^)  zugeordneter  Hyperbel 
H  hat  man  mittelst  Gl.  (9) 

2i^i'  -  {c+'2x,)x,    -  y^y,  +  r^z  =  0  (11) 

Dreht  sich  nun  die  Gerade  g  um  ihren  Punkt  [a*o,  y^)-,  so  be- 
schreibt der  entsprechende  Mittelpunkt  S^  eine  Parabel  il,  deren 
Gleichung  (11):  d.  i.  dem  Strahlenbüschel  [x^y^)  entspricht  die  Pa- 
rabel JJy  welche  durch  die  Hauptpunkte  unserer  Transformation  hin- 
durchgeht. 

Zwei  Punkten  {x^y  y^)  («',  y')  als  Scheiteln  zweier  Strahlen- 
büichel  entsprechen  zwei  Parabeln,  welche  ausser  den  Hauptpunkten 
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der  Transformation  noch  einen  Paukt  gemein  haben,  und  zwar  den- 
jenigen Pankt,  der  zugeordnet  ist  der  Verbindungslinie  d^r  Punkte 
(^0^  yo^)'i  (^S  y')  "5ich  dem  Gesetze  (li). 

10.  Betrachten  wir  nun  umgekehrt  die  Gerade  G{uqVq)  als  Ort- 

•  

'hrer  Punkte  S^ix^^  y,),  also 

UQXi  +  üi  2/1  +  1  ==0 
Beschreibt  nun  der  Punkt  ä,  die  Gerade  G^   so  hüllt  die  dem 
Punkte  /S,  entsprechende  Gerade  die  Parabel 

u{u — cVqv)  —  u^^u  —  2vqV  =  0  (12) 

Dass  der  Kegelschnitt  (IJ)  eine  Parabel  ist,  erhellt  schon  daraus, 
dass  der  Gleichung  (12)  durch  ^fc  =  (\  r  =•  0  genüge  geleistet  wird, 
d.  i.  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  ihn. 

11.  Die  Coordinaten  des  Scheitels  v(?,  ri)  der  Parabel  21,  welche 
dem  Strahlenbüschel  (xQyQ)  entspricht,  sind: 


^ 


4 

(13) 
(23^0 -c)2 


aus  welchen  wieder 


Xq 


4g  — c 


2 

(14) 

(2z -c)^ 

Ist  also  ein  Punkt  7'(ifo,//o)  gegeben  als  Scheitel  eines  Strahlen- 
büschels ,  so  ist  hiemit  auch  der  Scheitel  V  der  Parabel  11  be- 
stimmt, und  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  (f,  ly)  als  Scheitel  einer 
Parabel  H  entspricht  ein  Punkt  {x^y^)  als  Scheitel  eines  Strahlen- 
büschels. 

Die  Punkte  (a-Q,  y^)^  (^",  //)  stehen  somit  in  biratioualer  Verwand- 
schaft und  wie  aus  den  Gleichuugen  (13)  oder  (14)  ersichtlich  ist, 
in  einer  kvadratischen.  Das  Punktsystem!/' ist  somit  mit  dem  Punkt- 
system V  in  Cremonascher  Verwandschaft,  ebenso  wie  das  Punkt- 
system C  mit  dem  Punktsystem  D. 

Dem  gemäss  können  wir  immer  eine  Gerade  finden,  welche  durch 
einen  Punkt  T  geht,  für  welchen  ä^  mit  V  zusammenfällt. 

Der  Ort  der  Punkte  (T),  für  welche  VT  constant  ist,  ist  eine 
Curve  vierter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  mit  N  den  Fusspunkt  der   Senkrechten  aus  S^ 
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auf  die  Gerade  G^  so  finden  wir  geometrisch  oder  analytisch  gleich , 
dass  der  Ort  der  Punkte  S^^  welche  von  der  entsprechenden  Geraden 
eine  constante  Entfernung  d  haben,  eine  Gurve  vierter  Ordnung  ist, 
nämlich 

Die  Einhüllende  der  Geraden  G^  welche  von  ihren  entsprechen- 
den Punkten  eine  constante  Entfernung  d  haben,  ist  eine  Curve 
sechster  Classe 
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IX. 

Zar  Kegelschnittslehre. 

Von 

Dr.  K  Zahradnik. 


I.    Tangenteneonstraction. 

Die  Goordinaten  x^  y  eines  beliebigen  Punktes  M  des  Kegel- 
schnittes 

y^  ==  2px  —  qx^  1) 

können  wir  bekanntlich  rational  ausdrücken  mit  Hilfe   eines  Para- 
meters    u  »  tgMOXy  nämlich 

2p 
2pu 

Die  Tangente  des  Kegelschnittpunktes  M  lautet: 

2uy  —  (u^  —  q)x  =»  2p 

Dieselbe  schneidet  die  Tangente  djs  Scheitels  A^  welcher  zum 
Anfangspunkt  O  der  Goordinaten  diametral  liegt,  im  Punkte  M^^ 
dessen  Goordinaten 

a 

3) 
_     P 

sind. 
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Der  LeHstrahl  OM  des  Puuktes  M  schneidet  die  Tangente  des 
Scheitels  A  im  Punkte  B^  dessen  Coordinaten 


X 


=  ^p 

H 

(4) 

sind.  Der  Punkt  ik/,  halbirt  somit  die  Strecke  AB  (Fig.  1),  woraus 
sich  nachstehende  Tangentenconstruction  eines  Centralkegelschnittes 
ergiebt. 

Aus  dem  Ceutrum  S  des  gegebenen  Kegelschnittes 
ziehe  eine  Parallele  mit  dem  Leitstrahl  03/,  welche  die 
Tangente   des   Scheitelpunktes   A    im    Punkte    3/,    trifft. 

3/A/j  ist  die  verlangte  Tangente'. 

2.  Hätten  wir  einen  anderen  Punkt  O'  zum  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  genommen,  dessen  Durchmesser  zur  ^-achse  und  dessen 
Tangente  zur  F-achse,  ändert  die  Kegelschnittsgleichung  ihre  Form 
nicht;  der  Parameter  u  ist  in  diesem  Falle  das  Teilverhältniss  des 
Strahles  OM  in  Bezug  auf  die  Coordinatenachsen  nämlich 

sin  (XOM) 
'^  ^  ^m{MOY) 

Da  nun  weder  die  Gleichungen  (3)  noch  die  Gleichungen  (4) 
ihre  Form  ändern,  kommen  wir  zu  folgender  Tangentenconstruction 
des  Kegelschnittes.  „Der  Leitstrahl  O' M  schneidet  die  Tangente 
„des  Diametralpunktes  Q  von  O'  im  Punkte  B*.  Die  Verbindungs- 
„linie  des  Halbirungspunktes  der  Strecke  QB  mit  dem  Punkte  M 
,,die  verlangte  Tangente  des  Punktes  M*' 

Die  Coordinaten  der  Punkte  B  und  M^  hängen  bloss  von  der 
Länge  der  Hauptachse  des  Kegelschnittes  und  vom  Parameter  u  ab, 
wir  können  somit  sagen:  Gegeben  sei  ein  Kegelschnittsbüschel  mit 
gemeinschaftlicher  Hauptachse  OA.  Durch  den  Punkt  O  ziehen  wir 
einen  Strahl,  welcher  die  Kegelschnitte  des  Büschels  in  den  Punkten 
M^»")  schneidet,  und  die  Tangente  des  anderen  gemeinschaftlichen 
Scheitels  A  im  Punkte  B.  Die  Verbindungslinien  M^M<^)  des  Hal- 
birungspunktes M^  der  Strecke  AB  mit  den  Punkten  3/('")  sind 
Tangenten  an  die  entsprechenden  Kegelschnitte  des  Büschels. 

Dass  statt  der  Hauptachse  ein  Durchmesser  mit  den  Tangenten 
der  Endpunkte  gegeben  sein  kann,  ohne  dass  sich  die  Construction 
ändern  würde,  ist  nach  dem  vorhergehendem  klar. 
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3.  Es  sei  wieder  OA  die  Hauptachse,  Ta  die  Scheiteltangente, 
S  Anfangspunkt  der  Coordinateu,  OA  die  Xachse  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems,  ferner  sei  O'Q  ein  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes, Tq  die  Taugente  des  Punktes  Q.  Projiciren  wir  den  Punkt 
M  des  Kegelschnittes  aus  den  Punkten  O,  O*  auf  die  Tanj^enten  Ta, 
beziehungsweise  Tq.  Es  seieu  B^  E'  die  betreffenden  Projectioneii. 
Nach  Art.  1  liegen  die  Halbirungspunkte  M'  der  Strecken  QB\ 
welche  den  Punkten  O'  (bei  veränderlichem  O'  am  Kegelschnitte) 
an  einer  Geraden,  welche  den  gegebenen  Kegelschnitt  im  Punkte  M 
berührt. 

Es  seien  umgekehrt  nun  die  Punkte  O^  O'  fest  am  Kegelschnitte, 
und  der  Punkt  M  verändeilich.  Für  jed'^n  Punkt  M  erhalten  wir 
zwei  Punkte  i^,  B\  ersten  auf  7«,  zweiten  auf  Tu-  Bei  veränder- 
lichem M  umhüllen  die  Verbindungslinien  BB'  einen  Kegelschnitt, 
welcher  die  Tangeuten  Ta  und  Tq  berührt.  Synthetisch  ist  der  Be- 
weis  an  der  Hand.  Projiciren  wir  nämlich  die  Punkte  des  gegebenen 
Kegelschnittes  aus  dessen  Scheitel  O  auf  seine  Tangente  Ta ,  so  er- 
halten wir  auf  Ta  eine  Punktreihe  {B).  Aehnlich  erhalten  wir  eine 
Punktreihe  [B')  auf  Tq^  wenn  wir  aus  O'  die  Punkte  des  Kegel- 
schnittes auf  die  Tangente  des  Punktes  Q  projiciren,  welcher  zu  O 
diametral  liegt. 

Diese  zwei  Parameter  sind  projectivisch.     Denn  gehen  wir  von 

B  an  Ta  aus,  so  betimmt  OB    den    Punkt    M    am    Kegelschnitte. 

OM  trifft  die  Tq  im  zugeordneten  Punkte  B' .  Umgekehrt  kom- 
men wir  eindeutig  vom  Punkte  B*  zum  Punkte  B,  Die  Punkte 
B^  ß'  der  Geraden  T«,  7q  sind  somit  in  eindeutiger  Verwandtschaft, 
d.  i.  die  Punktreihen  (B)  und  {B')  sind  projectivisch,  was  zu  be- 
weisen war. 

4.  Analytisch  stellt  sich  der  Beweis  ebenso  leicht.  Es  sei  t 
de:-  Parameter  vom  Punkte  O'  des  ge^a^benen  Kegelschnittes  und 
ar,  y  seine  Coordinaten.  Der  Parameter  v  des  Punktes  Q,  welcher 
zu  0'  diametral  liegt,  folgt  aus  der  Relation 

tv  ^  —  q 
ist  somit 

Bezeichnen  wir  mit  a:',   y'  die  Coordinaten  von  Q,  so  erhalten  wir: 

'  2«-+ 3' 

(5) 

!,'  =  -    '-P' 
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Dasselbe  erhellt  auch  geometrisch,  denn  es  ist: 
X*  ^  OA  -  KA=-'l-  —  x 

a 

Aas  diesen  Gleichungen  folgt  wieder 

y'        -y  '^      t      " 

Die  Gleichung  der  Tangente  Tq  ist 

2qty+q(q-'t^)x^--2pt^  (6) 

und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  OAf  ist 

it+u)y  ''(tu^q)x  =  2p  (7) 

Die  Tangente  Tg  schneidet  die  Verbindungslinie  OM  im  Punkte 
B'^  dessen  Coordinaten 

2piC2q'\-t^  +  tu) 

""^     q[t'  +  q}{t-u) 

(8) 
'Jpi—q^  +  thi) 

^  ^  qit'  +  q){t-u) 


Als  Coordinaten  |,  tj  der  Verbindungslinie  BB'  erhalten  wir: 


—  ü^~\~  Q.iP^ '\-q)u^  —q^tu 


(9) 


^  :p(2  +  /M)^ 


Es  sei  Dun  u  veränderlich,  d.  1.  der  Punkt  M  ändert  seine  Lage 

am  gegebenen  Kegelschnitte.  Die  Verbindungslinie  BB'  umhüllt 
eine  Curve,  welche  wie  aus  (9)  ersichtlich,  zweiter  Classe  ist,  und 
in  Tangentencoordinaten  oben  durch  die  Gleichungen  (W)  dargestellt 
wird.    In  rechtwinkligen  Punktcoordinaten  lautet  ihre  Gleichung 

iqtx  +  {q'{''^t^)y-^iptY-\'\[q{t'^-\-q)x'\'2pt^'\[qX'\'ty~-'lp'\  -0 

(10) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  unabhängig  von  der 
Lage  des  Punktes  O'  auf  dem  Kegelschnitte  die  Enveloppe  immer 
durch   den    Anfangspunkt  der  Coordinaten   0   geht   und    den    Leit- 
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Strahl  OA'  des  Punktes  A\  welcher  diametral  zu  O'  ist,  in  O  berührt. 
Durch  den  Punkt  O'  d.  i.  mit  dem  Parameter  *  ist  schon  der  Kegel- 
schnitt (10)  bestimmt. 

Vier  Punkte  «j,  r^,  ^3,  t^  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  ent- 
sprechen vier  Kegelschnitte  (10),  welche  sich  im  Punkte  0  unter  dem- 
selben Doppel verhältniss  schneiden,  welche  jenen  Punkten  entspricht, 
nämlich  (<,,  t^^  ^3,  ^4). 

5.  Allen  Punkten  des  gegebenen  Kegelschnittes  entspricht 
eine  Reihe  von  Kegelschnitten,  dessen  Enveloppe  eine  Curve  zwölfter 
Ordnung  ist.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  vier  Kegelschnitte 
(10)  hindurch,  welche  den  vier  Parametern  z^,  t^^  ^3,  i^  somit  vier 
Punkten  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  entsprechen. 

Der  Ort  des  Punktes  ixy)^  dessen  Kegelschnitte  harmonischen 
Punktgruppen  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  entsprechen,  oder 
anders  gesagt,  deren  entsprechende  vier  Kegelschnitte  sich  im  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  harmonisch  schneiden,  finden  wir,  wenn 
wir  die  Gleichung  (10)  nach  fallenden  Potenzen  von  t  ändern, 
nämlich 

A^t^-^-Ayt^-^-A^t^^AH  +  A^  =  0  (11) 

Die  Bedingung  der  Harmonicität ')  ist 

An       ^1 


Li        ^2 

Ai     A2     Aq 

^2      -^3      -^^ 


0 


Da  nun  Ah  Functionen  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  a;,  p  sind, 
so  ist  der  geometrische  Ort  eine  Curve  sechster  Ordnung. 

T).    Wenn  die  Coefficienteu  von  (11)  der  Bedingung 

^^4  — 3V«4^i^3  (12) 

so  schneiden  sich  die  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  den  Punkt 

{xy)  hindurch  gehen,  aequianharmonisch.  Aus  der  Gleichung  (12) 

folgt  unmittelbar,   dass  der   geometrische  Ort  solcher  Punkte  eine 
Curve  vierter  Ordnung  ist. 

7.  Aus  der  Gleichung  (8)  folgt  wieder,  dass  der  Ort  der  Punkte 
B\  wenn  M  fest  und  O'  veränderlich  ist,  eine  rationale  Curve  dritter 
Ordnung  ist,  welche  drei  reale  Asymptoten  hat,  wenn  der  gegebene 


1)  D.  H.  Dor^ge,     ,,Kbene    Curven    dritter   Ordnung    1871.      Leipzig 
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Kegelschnitt  eiue  Hypei1)el  ist;  die  Curve  hat  eine  reale  und 
zwei  imaginäre  Asymptoten ,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt  eine 
Ellipse  ist. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  rationalen  Curve  vierter  Ord- 
nung entsprechen  dem  Punkte  M  und  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  gegebenen  Kegelschnittes. 

8.  Für  die  Parabel  gilt  dieselbe  Tangentenconstruction,  man 
muss  bloss  darauf  Rücksicht  nehmen,  dass  der  Mittelpunkt  der  Parabel 
im  Unendlichen  liegt,  somit  alle  Durchmesser  parallel  sind. 

Ist  nun  ein  Punkt  O  der  Parabel  gegeben,  dessen  Durch- 
messer und  seine  Tangente,  ausserdem  auch  ein  Punkt  M  der  Parabel, 
so  ziehen  durch  diesen  Punkt  eiue  Parallele  mit  dem  Durchmesser 
OA,  welchen  die  Tangeute  OFim  Punkte  B  schneidet  (Fig.  2.)   Die 

Verbindungslinie  M^M  des  Halbirungspunktes  M^^  der  Strecke  OB 
mit  dem  Punkte  M  ist  die  verlangte  Tfingente.  Da  nun  DO  =  OV 
denn  es  ist  OM^  —»  PC  «=  CM,  so  ersehen  wir  das  Verhältniss,  in 
dem  diese  Construction  der  Tangente  mit  jener  vermittelst  der  Sub- 
tangente  steht. 

9.  Die  angeführte  Tangentenconstruction  folgt  auch  aus  dem 
PascaVschen  Satze,  wenn  wir  den  Kegelschnitt  als  gegeben  betrachten 
durch  zwei  parallele  Tangenten  mit  ihren  Berührungepunkten  in  A 
resp.  Bj  und  den  Punkt  M.  Aus  dem  PascaUschen  Sechsecke 
AABBMM^  wo  z.  B.  AA  die  gegebene  Tangente  la  mit  dem  Be- 
rührungspunkte A  ist,  findet  man  nach  dem  Schema  (Fig.  3). 


Ta    .    .    '  BM—  F 

AB  ,    ,  '  MM  \  n 

Tb    .     '  .  MÄ  —  Q 

Die  Verbindungslinie  PQ  von    r«,    BMund  Tb  .  MA  ist  die  Pas- 
calsche    Gerade  des    Sechseckes  AABBMM.      Bestimmen    wir   nun 

R  ^  AB  .  PQ,  so  ist  MR  die  gesuchte  Tangente  im  Punkte  M  des 
gegebenen  Kegelschnittes.' 


Da  nun  Ta  \\  Tb,  halbirt  MR  die  Strecke  AP  im  Punkte  C,  und 
die  Strecke  BQ  im  Punkte  D,  Der  Halbirungspunkt  S  des  Durch- 
messers AM  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  und  somit  gilt 
wie  früher  SD  p  AM,  DM^  7< 


fii' 


Neue  Eigenschaft  eines  Ceutral-Kegelsehnittes. 

10.      Gegeben    seien     zwei    Durchmesser     des     Kegelschnittes 
Q'Q,  MN,    Die  Verbindungslinie  O'M  schneidet  die  Tangenten  der 


X 
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za  O'M  diametralen  Punkte    Q,  N  in  den  Punkten  P,   -R,  so,  dass 
man  hat  : 

MP  =.  leo' 

Diese  Eigenschaft  beweisen  wir,  indem  wir  zeigen,  dass  die 
orthogonalen  Parallelprojectionen  dieser  Abschnitte  in  die  Jf-achse 
gleich  sind.    (Fig.  4.) 

Es  seien  «,  t  die  Parameter  der  Punkte  3f,  O'.    Der  Parameter 

des  Punktes  Q  ist  —  .   (Art.  4),  somit  sind  die   Coordinaten  von  P 

t 

(Art  4.  Gl.  (6),  (7),  (8) 

'>'pL(:lq-\-t'^-{-tu) 

(80 

_  ^pi"  q^  +  ^^) 

und  die  Coordinaten  des  Punktes  R  erhalten  wir,   wenn  wir  in  (8') 
t  mit  u  vertauschen,  nämlich : 

^  ^    (Jiu^  +  q)  {u  —  t) 

(13) 

Die  orthogonale  Projection  von   MP  in  die  Z-achse  ist  gleich 
dem  Unterschiede  der  Abscissen  der  Punkte  P  und  ilf,  somit  gleich 

2pt(2q  +  t^+iu)  2p 


q{t^+q){t-u)  u^  +  q 

oder 

2pt  2ptftu-\-q)  '2p 


q(t        u)  '    q(t'^  +  q)[t-u)         u'  +  q 

Ebenso    bekommen  wir    für   die    orthogonale    Projection    von 
^0'  in    die  ^-achse 

'2p  2pu             2pu  (tu  -(-  q) 


t^+q        q(u  —  t)        q{u^+q)(u  —  t) 

Diese  Projectionen  sind  identich  gleich,  denn  es  besteht 

'2pt  2jjtiiu+q) 2p      __     2p  2pu 

q(t-u)  +  q(t^  +  q)(t-u)  ^  u^  +  q  =  t'^ -\-q  +  q(t -u) 

2pu(tu-\-q) 


q(u^+q)(u-'t) 
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Uebertragen  wir  alle  Glieder  auf  die  liDke  Seite,  und  kürzen  mit 
3' 


2« 

~    80  erhalten  wir  nach  kurzer  Reduction: 


oder 

{t'  +  q)lu^  +  q)  +  q*  =  t^u^  +  q(i^  +  u^  +  2q) 

WO  die  Identität  schon  evident  ist.    Hiemit  ist  bewiesen,  dass 

MF  —  RO' 

11.    Im  Falle  der  Ellipse  können  wir  kürzer  den  Beweis  fassen. 

Projiciren  wir  die  Figur  4.  orthogonal,  so  dass  die  Ellipse 
einen  Kreis  zur  Projection  hat  (Fig.  5.),  so  sind  die  Dreiecke  O'QP 
und  MNR  congrucnt,  denn  sie  sind  rechtwinklig,  ferner  ist 

Wkl.  NMR  -=  Wkl.  PO'Q    und     OQ  «  MN 
somit  ist 

RM  «  O'F 
daher  auch 

MP  o»  RO* 

Da  nun  diese  Relation  durch  parallele  Projection  sich  nicht 
änd^t,  gilt  sie  auch  für  die  Ellipse. 
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X. 

Ableitung  der  Formeln  für 

sin  (ß  ±_  y)     und    cos  {ß  ±  y) 

aus  trigonometrischen  Dreiecksformeln. 

Von 

Dl.  Bochow 

in  Magdeburg. 


Nach  den  neuen  Lebrplänen  arbeitet  der  Unter-Secundaner  be- 
reits mit  trigonometrischen  Dreiecksformeln,  während  erst  der  Ober- 
Sekundaner  die  goniometrischen  Additionsformeln  lernt.  So  ist  Gelegen- 
heit geboten,  den  Beweis  dieser  Additionsformeln  an  das  frühere 
Pensam  anzuknüpfen.  Und  mir  scheint,  dass  wir  diese  Gelegen- 
heit wol  benutzen  dürfen:  ist  es  doch  möglich,  den  Beweis  in  einer 
sehr  anschaulichen  Weise  an  einer  Figur  zu  führen,  welche  sich 
leicht  dem  Gedächtniss  einprägt.  Man  betrachte  Fig.  I.,  wie  über- 
sichtlich dieselbe  die  Teilausdrücke  bietet,  aus  denen  die  Additions- 
formeln  zusammengesetzt  sind. 

Ich  nehme  an,  dass  der  „Sehnensatz''  in  der  Form  a  »  2rsintt 
durchgenommen  und  durch  vielfache  Anwendung  dem  Schüler  ver- 
traut sei.    Von  sonstigen  Formeln  brauchen  wir  nur 

sin  {^n — of)  —  cos  a,    cos  ({n  —  «)  —  sin  a 

8in(iÄ+«)  «  cosa,      sin(7r  — a)  —  sin«,       cos(?r~a)  =  —  cos« 

Xun   sei  ABC  ein  Dreieck  im  Kreise    M  vom  Radius   r,   ß   und  y 
seien  spitze  Winkel,  ob  a  spitz  oder  stumpf  ist ,  ist  gleichgültig ,   in 

▲xch.  d.  Math.  n.  Fhys.    2.  Reihe,  T.  XVII.  7 
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der  Fignr  ist  «  stnmpf,  ß'>  y.  Fälle  ich  die  Höbe  BD  auf  BC, 
QGDDe  ibron  zweiten  Schaittpunkt  mit  dem  Kreise  A'  and  ziehe  A'-B 
and  A'C,  so  ist 

Wl(l.  CA-A  -  (»,    -B^U  -  7 

Die  ComplementwiDliel  von  j3  und  y  nenne  ich  ß'  und  y',  also 

Wkl  ^'AÄ  =  A'CB  —  /;',     Wkl.  ^MO  =  A-BC  =  7' 
Dann  ist  nach  dem  Sehneosatz 

CA    —  arsinjJ   —  2rcoS(«' 

BA  —  SrBin)-   —  Srcoa)-' 

B^'  —  SrsiDß'  ■=  2rC0S|S 

CA'  ■=  2rsinj''  =  Srcoa}- 

also  die  vier  Sehnen  des  Kreises  stellen  die  vier  Functionen  Sinas 
nnd  Cosiuus  von  ß  und  /  resp.  ß'  und  /  dar.  Die  vier  rechtwink- 
ligen Dreiecke  bei  D  liefern  weiter 

AD  —  2r8in|9sinj'  —  2rcos|3'cos)'' 
CD=  2r8inj3cos)'  =2rC08^'8in/ 
BD  =-  Si'sinycosj!  -=  2rcos/sin^' 
j4'D—  2rcof,ßcoiy  =  Srsin^'sin/ 

Also  auf  den  Schenkeln  dieses  rechtwiubligen  Achsenkreuzes 
finden  wir  die  Bestandteile  der  Summenformeln,  und  brauchen  nan, 
z.  B.  die  Formel  für  s\a(ß-\-y)  nur  einfach  abzulesen: 

1)  Nach  dem  Sehnensatzo  ist  oinerseits 

ß6'=2rsintt  =  arsinds-j-jr) 
andererseits  aber 

BC=  CD+BD 

^  2rsini?cosj'-l-2rcos^aia7 
also,  da  2r  sich  hebt, 

BJiHß-i-y)  =sin(Jcos)'+cos|S8iny 
sind  ß  und  j-  spitze  Winkel,  es  ist  jedoch  ganz  gleichgültig 
Summe  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist;  während 
I  gewöhnlich  benutzten  Beweise  bekanntlich  diese  Fälle  unter- 
n  werden  müssen.  In  der  Figur  ist  ja  allerdings  P+y^C^^n- 
man  aber  anstatt  des  Dreiecks  ABC  das  andere  A'BC,  an- 
nnd  Y  <1'6  Winkel  ß'  und  y',  so  ist  ß'  +  y'  >  i".  und  die 
ng  für  Rin{ß'-\-y')  bleibt  dieselbe- 

Ebenfalla  nach  dem  Sehnensatze  ist 
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AÄ*  =-  2r  .  sin  AB A'  —  2r  .  8ia(/?  +  y')  «=  2r8m(/3+i;c  — y) 
=  2rsin[j7E  +  (j3~  y)]  «  2rco8(i3  — y), 

anderseits 

-4^'  —  2rcos^COsy+-rsiii/3siay 

also,  da  2r  sich  hebt, 

cos{ß  —  y)  =  cos/?cosy  +  8in/?8iny 

3)  Mit  einer  Hilfslinie  können  wir  diese  Formel  noch  einmal  ab- 
leiten. Wir  ziehen  (Fig.  II)  den  Durchmesser  AE  und  verbinden 
E  mit  A^,  so  ist  bekanntlich 

Wkl.  A'AE  =  ß-'Y 

nnd  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AA^E  folgt 

AA'  ==^  AE  .cosiß'-y) 
2rcos  /?  COS  y  +  2^  sin  fisiny  =  2r  cos  (j5  —  y ) 

4)  Aus  demselben  Dreieck  finden  wir 

EA'  =  ^E  .  8in(/J  -  y)  =-  2r8in(i3— y) 

Nun  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass 

EA'  =:  CD  — DB  «•  2rsin/?cosy--2rcos|58iny 
also 

sin  (ß—y)  =  sin  j3cos  y  —  y  cos  j5  sin  y 

5)  Mit  Hilfe  einer  anderen  Construction  können  wir  das  noch 
bequemer  ableiten:  ich  trage 

DF=DB 
auf  DC  ab  und  verbinde  A  mit  F\  so  ist  bekanntlich 

Wkl.   CAF'=  ß  —  y 
und  nach  dem  Sinussatz 

Ol'  :  AF=^  siniß—y) :  siny 

AF,  sin(j5— y)  =•  CF .  siny 

Nun  ist  aber 

^2^  =  i^  =  2rsiny 

CF=  CD  — BD  =  2rsinj3cosy  — 2rcosPsiny 

also,  da  2rsiny  sich  weghebt 

8in(/?  — y)  «  sin /r cos y— cos ^ siny 

7* 


1 
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Wir  können  auch  so  Ragen:  Das  Dreieck  AFC  hat  mit  dem 
Dreieck  ^^C  die  Seite  AC  gemein,  es  liegen  aber  dieser  Seite  in 
den  Dreiecken  verschiedene  Winkel  gegenüber :  im  Dreieck  ABC  der 
Winkel  /?,  im  Dreieck  AFC  der  Winkel  AFC,  welcher  gleich  (n—ß) 
ist;  diese  Winkel  sind  Supplementwinkel;  deshalb  ist  der  Radius 
des  Umkreises  in  beiden  Dreiecken  gleich  gross,  also  aach  für  das 
Dreieck  AFC  gleich  r,  und  da  in  diesem  der  Seite  CF  der  Winkel 
(ß—y)  gegenüberliegt,  mnss  nach  dem  Sehnensatze 

CF—  2r8in(/J-y) 
sein;  andererseits 

CF^  CD— BD  =  2rsin/!?cosy— 2rcos/J8iny 

6)  Es  fehlt  nun  nur  noch  die  Formel  für  cos(/5+y).  Wir  be- 
denken, dass  es  gleich  cosjScosy  —  siuiSsiny  wird,  und  bilden  diese 
Grösse,  d.  h.  wir  tragen  DG  =  DA  auf  DA'  ab  und  ziehen  GB. 
Das  Dreieck  ABA'  hat  die  Winkel 

A'AB  —  ß\    AA'B  =  y 
deshalb  ist 

Wkl.  GBA'  =  ß'  —  Y 

und  ebenso,  wie  wir  CF  berechneten,  können  wir  finden 

A'G  «  2r  sin  GBA'  =  2r  sin  {ß'  —  y) 

•"  2r8in(j7r  — ^  — y)  -=  2rC0s(/J  +  y) 

Andererseits 

A'G=  2rcos|Scosy  —  2rsin  jSsiny 
daher 

cos{ß'{-y)  =  cosficosy  -sinjSsiny 

Hierbei  ist  /54-y  ein  spitzer  Winkel.  Um  auch  für  den  Fall,  dass 
die  Summe  ein  stumpfer  Winkel  wird,  die  Formel  zu  beweisen, 
nehmen  wir  /?'+y'.    Dies  ist  gleich 

2-^/^+f -y-  ^— (/5+y) 

also 

cos(/3'+yO  «       cos[7r  -  iß+y)] cos(/3+  y) 

"=»  —  co8/Jcosy4-  sin/?siny 
—  —  sin  ß'  sin  y'-^-cosß'  cos  y' 

Somit  hätten  wir  alle  vier  Formeln  bewies  en,  für  spitze  Winkel, 
wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  deren  Summe  ein  spitzer  oder  ein 
stumpfer  Winkel  ist.  Die  Ausdehnung  auf  grössere  Winkel  hätte 
in  der  gewöhnlichen  Weise  zu  erfolgen,  indem   man  zeigt,  dass  die 
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Formeln,   falls   sie  für  irgond   zwei  Winkel  ß  und  y  gelten,    auch 
dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  einen  derselben  um  ^jt  vermehrt. 

Noch  andere  Methoden  gibt  es:  z.  B.  man  ziehe  durch  Ä  zu 
ßC  die  Parallele,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  H  schneidet, 
und  verbinde  H  mit  C;  dann  ist 

Wkl.  HCA  ^  ß  —  y 

Vergl.   hierzu  (Jie  Trigonometrie  von  Couradt. 

Die  wichtigsten  von  diesen  Ableitungen  scheinen  mir  Nr.  1  und 
2  zu  sein.  Hat  der  Schüler  sich  das  Achsenkreuz  eingeprägt,  wel- 
ches, von  D  ausgehend,  nach  links  und  rechts  2rsmß cosy  und 
2rcos/?siny,  nach  oben  2rsin|5sin/,  nach  unten  2rcos/?co8y  trägt: 
so  wird  er  die  Formeln  für  sin;|S-{-y)  und  co8(/?  —  y)  einfach  aus 
der  Figur  ablesen,  und  z.  B.,  warum  die  Formel  für  cos(ß  —  y) 
rechter  Seils  ein  Pluszeichen  enthalten]  muss,  wird  ihm  nicht 
zweifelhaft  sein.     Auch 

CF  =  2r  sin  iß  —  y)  =  '2r  sin  ß  cosy  —  2r  cos  ß  sin  y 
wird  leicht  zu  behalten  sein. 
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XI. 


Zur  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen. 


Von 

Berthold  Oster. 


1. 

Die  Existenztheoreme  für  die  Integrale  partieller  Differential- 
gleichungen beweisen,  dass  zu  jeder  nicht  singulären  Lösung  ^^ 
einer  partiellen  Differentialgleichung  eine  unendliche  Schar  „unend- 
lich benachbarter"  Lösungen  existirt,  welche  von  einem  Parameter 
€  abhängen,  der  hinsichtlich  seiner  Kleinheit  keiner.  Beschränkung 
unterworfen  ist,  und  welche  durch  eine  Entwickelung  von  der  Form 

a  «=-  »0  +  ff  -f-  .    .    . 

dargestellt  werden  können.  Substituirt  man  für  z  den  vorstehenden 
Ausdruck  in  die  vorgelegte  Differentialgleichung,  entwickelt  nach 
Potenzen  des  Parameters  £  und  setzt  sodann  den  Coefficienten  der 
ersten  Potenz  gleich  null,  so  ergibt  sich  für  {;  eine  homogene, 
lineare  Differentialgleichung,  die  „Hülfsgieichung"  der  vorge- 
legten Differentialgleichung.  So  hat  z.  B.  die  Hülfsgieichung  einer 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

F{x^  y,  z,  p,  q,  r,  *•,  0   «  0 

die  Form: 

SF,,  dF      ,   dF      ^    Bf      ^    dF     ,    Bf 

wo  die  Enler' sehen  Bezeichnungen 
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Bz  dz  dh  d^z    _        d^  _ 

dx       ^'    di/  ■"  ^'     dx^  ^  '''     dxBy'~^'     dp^^ 

benutzt  sind. 

Der  Begriff  der  Hülfsgieichung  wurde  im  Jahre  1883  von  Dar- 
boux  ftlr  eine  beliebige  Differentialgleichung  eingeführt^;.  Doch 
schien  die  damalige  Notiz  nicht  die  Beachtung  der  Mathematiker  zu 
finden,  und  es  blieb  Darboux  selbst  vorbehalten,  durch  die  erfolg- 
reiche Anwendung  auf  zwei  der  wichtigsten  und  schwierigsten  Pro- 
bleme der  Flächentheorie  die  Bedeutsamkeit  des  neuen  Begriffes 
darzustun ^).  In  allerletzter  Zeit  hat  ferner  Goursat^)  die 
Hülfsgleichung  zur  Lösung  der  interessanten  Aufgabe  benutzt,  zu 
entscheiden,  wann  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung Dach  der  von  l'arboux  begründeten  allgemeinen  Integrations- 
theorie*) integrirt  werden  könne.  Sonst  aber  scheint  der  Begriff  der 
Hülfsgleichung  noch  keiner  Anwendung  gedient  zu  haben. 

Die  Bezeichnung  „Hülfsgleichung"  kann  ohne  Schwierigkeit  ver- 
allgemeinert und  auf  jedes  System  gewöhnlicher  oder  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen ausgedehnt  werden;  für  ein  jedes  System  dieser 
An  definirt  das  zugehörenden  „Hülfssystem"  alle  zu  einer  gegebenen 
Lösung  unendlich  benachbarte  Lösungen.  Auf  letzterer  Eigenschaft, 
der  Integrale  der  Hülfsgleichung  bezw.  des  Hülfssystemes  beruht  die 
Bedeutung  dieser  insbesondre  für  die  Differentialgleichungen  mit  zwei 
anabhängigen  Veränderlichen,  da  sich  für  diese  eine  flächentheoreti- 
sche Deutung  im  dreidimensionalen  Räume  darbietet.  Einerseits  nun 
erfordern  viele  Probleme  der  Fläehentheorie  ausser  der  Bestimmung 
der  eigentlichen  Lösung!  der  betreffenden  Differentialgleichung  auch 
die  der  unendlich   benachbarten.     Andererseits    aber  ist   klar,    dass 


1)  6.  Darboux,  Sur  les  ^quations  anx  derir^es  partielles.  Comptes 
rendas,  t.  96  (1883),  p.   766. 

2)G  Darbonx,  LcQons  sur  la  thdorie  generale  des  surfaces,  t.  IV 
(1896),  Note  XI;  „Sur  l'eqnation  auxiliaire",  p.  50.5 — 516. 

3)E.  Goursat,  Le9on8  sur  T int^gration  des  Iquations  aux  d^riv^es 
partielles  du  second  ordre,  t.  II  (1898),  Nole  1:  Sur  l'dquation  auxiliaire, 
p.  334 — 336.  —  Auch  zu  den  folgenden  Entwicklungen  ist  dieses  Werk  zu 
vergleichen. 

4)  G.  Darboux,  Sur  Vs  ^quations  aux  d^riv^es  partielles  du  second 
ordre.  Annalcs  scientifiques  de  TEcole  Normale  Superieure,  t.  VII  (1870), 
p.  168-173. 
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die  vollständige  Integration  eines  Systemes  von  Differential gleichungea 
die  des  Hülfssystemes  nach  sich  zieht  ^),  and  dass  die  Kenntuiss 
einer  particulären  Lösung  des  ersteren  die  einer  particulären  Lösung 
des  letzteren  vermittelt.  Dieser  einfache  Zusammenhang  legt  die 
Vermutung  nahe,  dass  das  gleichzeitige  Stadium  eines  Systemes  von 
Differentialgleichungen  und  des  zugehörenden  Hülfssystemes  von 
Nutzen  sei.  Indem  wir  die  Prüfung  dieser  Annahme  zum  Gegen- 
stande unserer  Untersuchung  machen,  wollen  wir  uns  der  Einfach- 
heit wegen  auf  die  Betrachtung  des  Falles  einer  einzigen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  beschränken. 


2. 

Es  sei 

F=  Fix,  y,  z,  p,  <i)  =»  0  (1) 

die  vorgelegte  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 

^F  cF  Bf 

die  zugehörende  Hülfsgieichung,  welche  in  ^,  n,  x  homogen  und 
linear  ist  und  deren  Coefficienten  Functionen  von  x,  y,  »,  p,  q  sind. 
Wir  beabsichtigen,  diejenigen  Functionen  «,  f  von  a;,  y  zu  bestim- 
men, welche,  zusammen  mit  ihren  beziehlichen  Ableitungen  in  die 
Differentialgleichungen 

F^F{x,   y,  z,p,  g)-0  (1) 

O  =  0(x,  y,  z,  ?,  p,  TT,  5,  ä)  =  0  (2*) 

eingesetzt,  diese  gleichzeitig  zu  Identitäten  machen.  Es  ist  dabei 
zu  beachten ,  dass  die  Gleichung  i^  =  0  die  Grössen  f,  tt,  x  nicht 
enthält. 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  möge  folgen: 

p  =  P{x,  y,  2,  ?,  TT,  X)  (3) 

q=-  Q{x,  y,  2J,  f,   TT,  X)  (4) 

Die  Functionen  P,  Q  müssen  die  Integrabilitätsbedingung 

dP       dQ 

dy         dx 

erfüllen,  wo 


5)  Vgl.  Darboux,  Le9ons  etc.,  t.  IV,  p.  506. 
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dp    öpapajp       dp       dp 

dQ      ^  ,   9Q  p  ,   3Q      ,^Q      ,    9Q 

dx  ^  dx'^  dz  ^+  at  '"^  +  OTT  ^  +  a»  "^ 

ist.    Es  ergiebt  sich  daher  eiue  Differentialgleichung 

Gi^7  y,  »j  ?»  'T,  3C,  fc),  (j,  r)  =-  0  (5) 

welche  «,  f  und  die  partiellen  Ableitungen  von  f  bis  zur  zweiten 
Ordnung  enthält.  Entnimmt  man  nun  aus  dieser  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  für  f  den  Wert  von  «,  —  was  ohne 
Differentiations-  oder  Integrationsprocesse  möglich  ist,  —  und  setzt 
ihn  nebst  den  in  Bezug  auf  x  und  y  genommenen  partiellen  Ablei- 
tungen erster  Ordnung  in  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ein,  so  erhält 
man  zwei  partielle  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  für  C» 
deren  Integration  auch  den  Wert  von  z  vermöge  der  Gleichung  (5) 
ergiebt.  Hiernach  ist  das  Problem  der  gleichzeitigen  Bestimmung 
der  Integrale  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
and  der  unendlich  benachbarten  Integrale  im  allgemeinsten  Falle 
aequivalent  dem  Probleme  der  Integration  von  zwei  simultanen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  dritter  Ordnung. 

Die  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  enthaltene  Voraussetzung 
der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  nach  den  partiellen 
Ableitungen  p  und  q  ist  übrigens  nicht  notwendig  zur  Aufstellung 
der  Integrabilitätsbedingnng.  Differentiirt  man  nämlich  unter  Be- 
achtung der  Relationen 

(6) 

die  Gleichungen  (1)  und  (2)  partioll  in  Bezug  auf   x  und  y,   so  er- 
hält man: 

dF      dl^      ^    dF      ,    dF 

Tx+dz^-^dp'-^  di'-^^ 

dF  .  dF    ,  aF    ,  a^ 

dy  *    dz  ^    ^     Cp       ^    dq 

a<i>  ,  a<i>     ,  acD    ,  do       dF    ,  dp    .  dp 
a7  +  ar^+^^+a^^  +  ^^  +  a7^+a^^-o 

a<P  ,  8(D    ,  acD     ,  acD    .  a^       dp    ,  a^ 

dJ  +  dV^+  df  '+  dY'  +  d^''  +  d^'+d~a'-^ 

Ersetzt  man  darauf  mit  Hülfe  der  Gleichung  (2)    die  partiellen  Ab- 


B0       dF     8<1>       dF     dO 

dF 

di         dz'    dn        dp'     du 

"da 
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leitungen  von  O  durch  solche  von   F,  so  führt  die  Elimination  von 
r,  «,  t  zu  der  Gleichung: 


0 


( 


dF     dF 


dp)  dp  '   dq 

S^F  rSF]         d^F  \dF]    ,    dF/{d  /BF) 


+ ©' 


I  p  +  2 

+  ^~"  a/>*  [aj  ~  8p  eg lay J  +  8p  {[dx (dp )J  +  äi") 


7t 


aF 

a^- 


d^F 
dq' 


dF 

dy. 


+      -, 


d^F 


dF 


d^F 


dp  dz  \_d xj        dq  dz  [dy 


Bf 


wobei  die  Abkürzungen 


4.  —  \-   (^^'\ 
SqlB;/  \dp)_ 

+  Wx(sq)\ 

+  rMy  Gl)]  +  Sl " 


U) 


SPrS   /dF 
+  Sp  [dz  \d  z 


8 

dx 


d  d 

^dx-^^  dz^ 


d 

Vdy\ 


~  dy^  "^dz 


benutzt  sind.     Sodann   ergiebt  sich    die  Integrabilitätsbedingung   (5) 
durch   Elimination  von;?  und  ^  aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (7). 


3. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (5)  in 
jedem  Falle  partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  f  wirklich 
enthält.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
letzteres  nicht  der  Fall  sei,    ist  nämlich  die,  dass    in  der  Gleichung 

dy         dx 

die  Coefficienten  von  9,  a,  t  verschwinden,  dass  also 


dp  _  oQ 

da        dit 


dPd^ 

dTi        da 


ist  und  daher  die  Gleichungen  (3),  (4)  die  Form  haben: 

p  =  fi^^  y.  z,  t'^7t-\-g(x,  y,  z.  f) 
q  =  f(x.  y,  z,  f )  X  +  Ä  (a-,  y,  z,   J) 

Hierzu  ist  notwendig,  dass  die  Determinante 
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—  X 
dp 


BF 


dp 


A  —  .- 


SO 


dF  dF 


dn 


ÖT 


dx 


acD ,      do 


Sx 


für  alle  Wertepaare  (A,    ft)  verschwindet.     Diese  Determinante  hat 
aber  den  Gleichungen  (1)  und  (6)  zufolge  den  Wert 


es  müsste  also 


/BF  ^        dF  \ 

BF  _  BF_ 
Bp        Bq 


sein,  ein  Fall,  der  selbstverständlich  ausgeschlossen  ist. 

Unser  Problem  erfährt  eine  bedeutende  Vereinfachung  durch  die 
Annahme,  dass  in  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  die  abhängige 
Variable  z  explicite  nicht  auftritt  Da  alsdann  nämlich  die  Hülfs- 
gleichung  (2)  nach  ihrer  Definition  weder  z  noch  l  enthält,  so  treten 
diese  Grössen  auch  in  den  Gleichungen  (3),  (4)  und  der  Integrabili- 
tätsbedingung  (5)  nicht  auf,  und  es  stellt  daher  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  (5)  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  J  dar.  Aus  ihrem  Integrale  ergiebt  sich  sodann  z  vermittelst 
der  Gleichungen  (3)  und  (4)  durch  eine  Quadratur. 

Nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  sind  dieser  besondere 
und  der  in  Nr.  2.  betrachtete  allgemeinste  Fall  die  einzigen  Mög- 
lichkeiten, die  sich  für  unser  Problem  darbieten. 


4. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  das  allgemeinere  Problem  behandel 
werden,  zu  einem  vorgelegten  Systeme  von  Differentialgleichungen 
ausser  den  eigentlichen  Lösungen  auch  die  zugehörenden,  jenen  un- 
endlich benachbarten  Lösungen  zu  ermitteln.  Doch  soll  an  dieser 
Stelle  hierauf  nicht  weiter  eingegangen  werden,  ebensowenig  wie  auf 
eine  Erörterung  über  die  bei  dem  vorliegenden  Probleme  auftreten- 
den willktirlichen  Constanten  und  Functionen.  Hinsichtlich  der 
nächstliegenden  Ausdehnung  auf  partielle  Differentialgleichungen 
zweiter   und  dritter  Ordnung  möge   nur  erwähnt  werden,  dass  für 
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dieso  die  einschlägigen  UntersachongeD  von  Bianchi^j,  König ^), 
Pennacchietti^)  nnd  Välyi^)  mit  Nutzen  verwendet  werden 
können. 

Um  nun  wieder  zu  dem  betrachteten  Falle  des  aus  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ihrer  Hülfsgleichang 
bestehenden  Systemes  zurückzukehren,  so  ist  vorerst  klar,  dass  die 
im  allgemeinen  Falle  sich  ergebenden  simultanen  Differentialgleich- 
ungen dritter  Ordnung  entweder  selbst  schon  eine  elementare  Form 
haben  oder  durch  geeignete  Combination  auf  eine  elementare  Glei- 
chung reducirbar  sein  können ,  sodass  schon  hier  eine  Vereinfachung 
des  Problemes  (das  ja  ursprünglich  in  der  Integration  der  Gleichung 

besteht)  erzielt  wäre.  Ungleich  grösser  aber  kann  die  Vereinfachung 
^ür  den  in  Nr.  3  betrachteten  Fall  werden,  in  welchem  die  Glei- 
chung F  =^  0  die  gesuchte  Function  z  nicht  enthält.  Die  partielle 
Differentialgleichung  für  J,  auf  welche  sich  hier  die  Gleichung  (5) 
reducirt  und  welche  i  selbst  explicite  nicht  enthält,  kann  sodann  ele- 
mentaren Charakter  haben  oder  aber  einer  schnelleren  Behandlung 
nach  den  allgemeinen  für  die  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  bestehenden  Integrationsmethoden  zugänglich  sein,  als  es 
für  die  Gleichung  (1)  möglich  wäre.  Dass  übrigens  bei  allen  hier 
in  Frage  kommenden  Problemen  das  Nichtauftreten  von  z  in  der 
betreffenden  Differentialgleichung  vorausgesetzt  werden  kann  und 
nötigenfalls  durch  Hinzunahme  einer  neuen  unabhängigen!  Veränder- 
lichen zu  erreichen  ist,  ist  bekannt. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  die  im  Vorstehenden  dar- 
gelegte Methode  auch  insofern  von  Interesse  sein  dürfte ,  als  sie 
ganze  Classen  integrabler  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
liefern  kann,  falls  2;  in  i^  nicht  enthalten  ist.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  (!)  eine  willkürliche  Function  und  ist  sie  nach  irgend 
welchen  bekannten  Methoden  integrirbar,  so  ist  es  auch  nach  einer 
oben  (Nr.  1.)  gemachten  Bemerkung  die  zugehörende  Hilfsglei- 
chung und  daher  auch  die  Gleichung  zweiter  Ordnung  (5),  welche 
nun  im  allgemeinen  ebenfalls  eine  willkürliche  Function  enthält  und 
daher  die  Repräsentantin  einer  ganzen  Classe  von  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  ist. 

Von  allen  sonstigen  Problemen,  die  sich  an  diese  Betrachtung 


6)  Atti  della  Keale  Accademia  dei  Lincei,  ser.  IV,  voU  H.  (1886), 

7)  Mathematische  Annalen,  Band  24  (1884). 

8)  Rendiconti  del  circolq  matematico  di  Palermo,  t.  VH  (1893). 

9)  Journal  fär  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  3and  ^b  (1883^, 
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anschliessen,  möge  nnr  folgendes  erwähnt  werden :  „Alle  Differential- 
gleichuDgen  erster  Ordnung 

^(^,  y»  P^  a)  '^  0 

zu  bestimmen,  für  welche  die  Integrabilitätsbedinguug  (5)  eine  vor- 
geschriebenene  Gestalt  bat".  Soll  die  Gleichung  (5)  z.  B.  eine  La- 
place'scbe  Gleichung  sein,  also  die  Form 

+  o  (a^,  y)  ^  +  H^^  y)ä7,  "  0 


haben ,  so  erhält  man  für  F  eine  Function  zweiten  Grades  von  p 
g,  deren  Coefficienten  drei  willkürliche  Functionen  von  x  und  y  ent- 
halten; für  die  sich  so  ergebenden  Gleichungen  F=0  ist  auf  Grund 
vonimschenetsky  und  Darboux  über  die  Laplace'schen  Glei- 
chungen angestellten  Untersuchungen  das  Integrationsproblem  ohne 
weiteres  zu  erledigen. 

Die  zu  dem  letzten  Resultate  führende  Rechnung  bietet  keine 
principiellen  Schwierigkeiten  dar  und  bedarf  daher  keiner  weiteren 
Ausführung.  Dagegen  soll  auf  eine  Erörterung  der  hier  unerledigt 
gebliebenen  Probleme  in  einer  späteren  Arbeit  näher  eingegangen 
werden. 

Berlin,  December  1898. 
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XII. 


Ueber  die  Auflösung  der  binomischen 
Congruenzen  nten  Grades, 


Von 

G.  Speckmann. 


Für  die  Auflösung  einer  binomischen  Congruenz  2ten  Grades 
haben  wir  in  diesem  Archiv  ein  einfaches  Verfahren  angegeben.  — 
Durch  dasselbe  Verfahren  können  nun 

1)  alle  binomischen  Congruenzen,  deren  Exponent  eine  Potenz 
von  2  ist,  vollständig  aufgelöst  werden, 

* 

2)  alle  binomischen  Congruenzen,  deren  Exponent  eine  mit  einem 
ungeraden  Teiler  behaftete  Zahl  ist,  auf  Congruenzen  mit  ungeraden 
Exponenten  zurückgeführt  werden. 

Für  die  Auflösung  der  Congruenzen  mit  ungeradem  Exponenten 
gelten  die  folgenden  Betrachtungen.  Ist  eine  Congruenz  3.  Grades 
aj'E=Ä;(mod.  m)  gegeben,  so  kann  man   den  Betrag   a;*+3a;-f-2-|-r 

(r  «=  Rest  von  (      .     J   :  m)  mit  —^ x   multipliciren   und    die 

entstehenden   Coefficienten  >  m  nach  m  verkleinern.     (.r^-|-3a;  +  2 

4-r)  {—^ ^)  ist  =  Ä:(mod.  m).    x  ist  kleiner  als  — ^ —  und  lässt 

sich  in  vielen  Fällen  leicht  finden.  —  Sodann  kann  man  für  die 
Lösung  der  binomischen  Congruenzen  mit  ungeraden  Exponenten  die 
folgende  Methode  anwenden.  Es  sei  eine  Congruenz  nten  Grades 
«♦»  ^  Ä;(mod. m)  gegeben.  Die  zugehörige  Congruenz  n— Iten  Grades 
ist  x"^-^  ^  r  (mod.  m).    Man   kann    also    die    Gleichung   aufstellen 

k  oder  X  « .    Setzt  man  m  mn  +  k  für  n  nach 

einander  die  Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .ein,  so  wird  bald  eine  Zahl 
entstehen,  die  den  richtigen  Factor  r  enthält.  Dann  ist  die  Con- 
gruenz gelöst 


nten  Grades.  •^•^•^ 

Zur  Erläuterung  der  obigen  Ausführuugen  mögen  einige  Beispiele 
hier  folgen: 

1)  Es  sei  die  Congruenz  x^  =  17  (raod.  43)  gegeben.  Wir  führen 
diese  Congruenz  zunächst  auf  eine  Congruenz  4.  Grades  und  dann 
auf  eine  solche  2.  Grades  zurück  und  lösen  die  Congruenz  2ten 
Grades  auf. 

iO      I   irr       ..       /43— 1\2 

43n-|-17— 11.     \^— — j   =  11  (mod.  43) 

n  «  0,    6  =  2*  +  2 

43—1  434-1 

^—  —  2  «  19    und      — ^  +  2  «-  24  sind  Wurzeln. 

43n4  24--ll 

5;  =  0.     13  =  32+4 

n=  1.    56  =  72  +  7 

43-1  43+1 

-^—  -  7  =  14      und    -^  +  7  «=  29  sind  Wurzeln. 

33n  +  24  —  11 

n  =  0.     3  =-  12  +  2 

n=i.    46  =  62+:0 

«=2.    89  =  92  +  8 

n  =  3.     132  =  112+11    , 

43  —  1  43  4- 1 

~ 11  =  10    und     -  2^  + 11  =  33  sind  Wurzeln. 

Damit  wäre  die  gegebene  Congruenz  8.  Grades  vollständig  gelöst. 

2)  Es  sei  die  Congruenz  x^  ^  75  (mod.  97)  gegeben.  Wir 
führen  diese  Congruenz  auf  eine  Congruenz  8.  Grades  zurück. 


97 


/97 i\2 

n  +  75  -73.     (-y-)  =73  (mod.  97) 


n  =  0.     2  =  12  +  1 

07 1  97-1-1 

Wurzeln  sind    ^ 1  ==  47      und      -f-  +1  =  50 

Jetzt  lösen  wir  die  Congruenz  3.    Grades  »3  =  47  (mod.  97)   auf. 
Nach  der  ersten  Methode  erhalten  wir 


-^•j^^  Kosch:   Theorie  der  Fallmaschine 

2(i pt^)  +  iPi  <*  +  iP2  «*  —  0,    woraus  folgt, 

2p+Pt+P2-0  (1) 

Die  Spannung  in  der  Schnur  sei  S,  Denkt  man  sich  die  Schnur, 
wie  in  Figur  1.  angedeutet  ist,  zerschnitten,  so  wirken  auf  die  ein- 
zelnen Gewichte  die  Kräfte  P— 2>S,  P^  -5,  P^—S. 

Demnach  erhält  man  die  Gleichungen 

P— 2/S=  ~p 

9 

9         ' 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst: 

4PPiP2 

^-P(P,+P2)  +  4P,P2  (^' 

Setzen  wir  diesen  Wert  für  S  in  die   Gleichungen  (2)  ein,    so  er- 
halten wir 

P(P, -f  P,)--4P,Pg 

^     "    P(P,  +  P2)  +  4P,P2^ 

_  4.P,P,-PiBP,-^,)      . 
P^-   P(P^  +  P^)  +  IP,P^^  (  W 

4P,P2-P(3Px-P2) 
^2-^  P(Pi  +  P2)+4PiP,  ^   . 

Es  interessirt  nun  zu  wissen,  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Beschleunigungen  positiv,  negativ  oder  gleich  null  sind,  welche  der 
Gewichte  demnach  fallen,  steigen  oder  auch  in  Ruhe  bleiben. 

Sehen  wir  nun  P  als  constante  Einheit  an  und  nehmen  2^j[  und 
Pg  als  variabele  Grössen,  als  Coordinaten  eines  Punktes  B  in  einem 
rechtwinkligen  Coordinatensystem ,  so  stellt  jeder  Punkt  der  Ebene 
einen  bestimmten  Belastungsfall  unserer  Fallmaschine  dar  (Pig.  2). 
Die  drei  Gleichungen 


mit  zwei  festen  und  einer  losen  Rolle. 
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bedeuten  dann  drei  gleichseitige  Hyperbeln,  die  sich  ausser  im  An- 
fangspunkte 0  des  Coordinatensystems  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
A  schneiden.     Für  diesen  Punkt  ist . 

P,-^P,  =  iP 

und  das  Rollensystem  in  Ruhe.  Durch  jede  Hyperbel  wird  die  Ebene 
in  zwei  Teile  geteilt.  Alle  Punkte  der  Ebene  auf  der  convexen 
Seite  der  Curve  geben  für  die  Beschleunigung  einen  positiven, 
auf  der  coucaven  Seite  einen  negativen  Wert.  Die  Ebene  ist 
durch  alle  drei  Hyperbeln  in  sechs  Felder  geteilt;  alle  Punkte  des- 
selben Feldes  geben  dieselbe  Bewegungsart  der  RoUenvtrbindung 
In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Resultate  übersichtlich  zusammen- 
gestellt. 


Punkt  B  liegt 
auf: 


2 


Die  Spannung  S 
im  Faden. 


2 


Feld  1. 


Grenze  zwischen  i 


Feld  2. 


Grenze  zwischen 


Feld  3. 


Grenze  zwischen^ 


Feld  4. 


Grenze  zwischen  r 
Feld  5. 


Grenze  zwischen  g 
Feld  6. 


Grenze  zwischen  r 
Punkt  A 


fällt 
fällt 
fällt 

in  Ruhe 
steigt 

steigt 
steigt 

steigt 
steigt 
in  Ruhe 

fällt 

fällt 
in  Ruhe 


steigt 
in  Ruhe 

fällt 

fällt 
fällt 

fällt 
fällt 

in  Ruhe 

steigt 

steigt 

steigt 
steigt 


in  Ruhe 


steigt 
steigt 

steigt 
steigt 
steigt 
in  Ruhe 
fällt 

fällt 

fällt 
fällt 

fällt 

in  Ruhe 
in  Ruhe 


iP>S^P^>P^ 


Pi 


>S>P, 


P^>S^iP>P, 
iP 

P2>S>    ^p^ 

P^>S=IP>P, 


ip 


>s>A 


5-Pi  =  P,=JP 


Breslaa,  im  Janaar  1898. 
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XIV. 


Miscellen, 


1. 

Bemerkungr  über  den  Erdmagrnetismus.  • 

Exner  gibt  als  Potentialgefälle  der  atmosphärischen  Elektricität 
1590  Daniell  pro  meter  an. 

Rechnet  man  1  Daniell  «  0*00357  Einheiten  im  elektrostati- 
schen Masssystem,  so  wäre 

dV      4-64       4-64 
dn  ^     1°*    *^  10U<^™ 

für  die  Dichte  der  Ladung  an  der  Erdoberfläche  ergibt  sich 

^  4n  '   dn 

nnd  daher  für  die  gesamte  Ladung  der  Erde: 

dV  4'64 

^  dn  lüü 

=  —  2  .  10*^  [cur.  gr    sec] 
wo  22  —  6-4.10*cm  den  Radius  dar  Erde  bedeutet. 

Diese  elektrische  Masse  bewegt  sich  mit  der  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  der  Ekliptik  und  kann  daher  als  ein  elektrischer  „Ver- 
schiebungsstrom" betrachtet  werden. 

Schätzt  man  näherungsweise  die  Geschwindigkeit  der  Erde  in 
ihrer  Bahn  auf:  3  .  10^«™,  so  ergibt  sich  für  die  pro  sec  durch  einen 
Querschnitt  der  Bahn  bewegte  Elektricitätsmenge,  oder  für  die  In- 
tensität des  Yerschiebungsstromes  im  elektrostatischen  Mass: 
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MS.  10«       2  .  lO'g  .  3  .  10«  _ 

2i?        ^      2.6-4.108     -0-5.  10 

Die  Stromstärke  im  elektromagnetischen  Mass  wird  daher  gleich: 

0-5  .  10»* 

""     =  0^17  .  10* 


3.  10 


10 


Nach  den  Maxwell'schen  Anschannngen  wäre  zu  erwarten,  dass 
ein  derartiger  Yerschiebungsstrom  auch  auf  einen  Punkt,  der  sich 
mit  der  elektrischen  Masse  selbst  bewegt,  magnetische  Kräfte  ausübt. 

Für  die  Intensität  der  magnetischen  Kraft  auf  die  Einheit  der 
magnetischen  Masse  an  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  ergäbe  sich, 
wenn  der  Strom  als  ein  geradlinig  „linearer"  aufgefasst  wird,  der  in 
der  Bahn  des  Erdmittelpunktes  circulirt, 

^         2i        0-34.10*         n   ;;      in    5 

Die  magnetische  Permeabilität  des  Schmiedeeisens,  die  für  eine 
magnetisirende  Kraft  H  =  h  etwa  gleich  2000  ist,  wird  für  geringere 
magnetisirende  Kräfte  wesentlich  grösser;  für  5"=  1^7  ist  sie 
gleich  300O. 

Es  wäre  also  für  die  Permeabilität  der  Erde  bei  schwachen 
magnetisirenden  Kräften  eine  4 stellige  Zahl  vielleicht  möglich;  dem 
würde  eine  Beeinflussung  der  magnetischen  Erdkraft  durch  den 
elektrischen  Verschiebungsstrom  entsprechen,  die  schon  in  der  zweiten 
Decimalstelle  Yon  H  zum  Ausdruck  käme. 

Was  die  Richtung  dieser  magnetisirenden  Kraft  anbelangt,  so 
wäre,  da  die  negativ  geladene  Kugel  vom  Nordpol  betrachtet,  um- 
gekehrt wie  ein  Uhrzeiger  rotirt,  derl  in  der  Ekliptik  kreisende 
Strom  ersetzbar  durch  eine  magnetische  Platte,  die  auf  der  dem 
Nordpol  zugewendeten  Seite  mit  negativem  Magnotismus  belegt  ist. 
Die  Erde  würde  also  in  einer  Richtung  senkrecht  auf  die  Ekliptik 
magnetisirt  und  müsste  beim  astronomischen  Norden  südlichen  Magne^ 
tismus  zeigen,  wie  es  ja  ungefähr  den  Tatsachen  entspricht. 

Weisely, 
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2. 
lieber  die  Zerlegrangr  der  Zahlen  in  Faetoren. 

Scheidet  man  von  den  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  die- 
jenigen aus,  welche  resp.  durch  2*»,  3"  und  5»»  teilbar  sind,  so  bleiben 
nur  noch  Zahlen  von  der  Form  6w+l  zurück.  Die  Teiler  der 
Zahlen  von  der  Form  6n+l  haben  alle  auch  die  Form  6w  +  l.  Da 
immer  leicht  festzustellen  ist,  ob  eine  Zahl  einen  von  den  Teilern 
2*»,  3»»  und  5**  hat,  so  sind  für  solche  Zahlen  keine  Teilbarkeits- 
regeln mehr  nötig.  Wir  beschäftigen  uns  also  nur  mit  der  Zerlegung 
der  Zahlen  von  der  Form  6nip  1  (mit  Ausschluss  der  mit  dem  Teiler 
5  behafteten  Zahlen). 

Ist  ein  Product  a6  =  P  gegeben,  so  ist  bei  Anwendung  der 
Logarithmentafeln  loga+logi  =  logP.  Man  hat  also  für  das  Pro- 
duct einer  aus  den  beiden  Faetoren  a  und  b  zusammengesetzten  Zahl 
immer  loga+logi  =  logP.  Es  ist  also  auch  logP— log«  =  logi 
und  logP-  logJ  =  loga.  Nimmt  man  also  den  Logarithmus  von 
einem  Product  P,  welches  man  auf  die  Teilbarkeit  durch  eine  bestimmte 
Zahl  a  untersuchen  will,  und  subtrahirt  davon  loga,  so  muss  logP- 
loga  den  log  des  Factors  h  dieses  Products  geben. 

Fertigt  man  sich  nun  eine  Tabelle  an,  worin  die  Logarithmen 
der  Zahlen  von  der  Form  6n  + 1  enthalten  sind  und  nimmt  man 
den  Logorithmus  eines  zu  zerlegenden  Products  von  der  Form  6n+l, 
so  kann  man  nach  einander  die  Logarithmen  der  Zahlenreihe  6n^^l 
von  dem  Logarithmus  des  Products  P  absetzen  und  dann  nachsehen, 
ob  der  Restlogarithmus  den  Logarithmus  einer  Zahl  6n+  1  dar- 
stellt. Tritt  dies  ein,  so  sind  die  Faetoren  a  und  h  des  betreffenden 
Products  gefunden.  Es  ist  dabei  aber  nicht  einmal  nötig,  dass  man 
di  e  ganzen  Logarithmen  der  betreffenden  Zahlen  in  die  Tabelle  ein- 
führt und  es  genügt  vollständig,  wenn  man  die  zweistelligen  Endungen 
derselben  benutzt,  da  es  selten  zutrifft,  dass  die  zweistellige  Endung 
des  Logarithmus  irgend  einer  Zahl  von  der  Form  Gw+l  mit  der 
zweistelligen  Endung  des  Logarithmus  einer  anderen  Zahl  von  der- 
selben Form  gleich  ist. 

Wir  lassen  unten  eine  Tafel  der  zweistelligen  Endungen  der 
7  stell.  Logarithmen  der  Zahlen  von  der  Form  6w  +  1  <;  500  folgen. 
Die  Anwendung  ist  leicht.  Man  nimmt  die  zweistellige  Endung  des 
Logarithmus  einer  zuteilenden  Zahl  von  der  Form  6n  +  l  und  setzt 
von  derselben  nach  einander  die  zweistelligen  Endungen  der  Loga- 
rithmen der  Zahlen  von  der  Form  6»  +  1  ab.  Findet  man  dann  in 
der  Tafel  eine  zweistellige  Endung,  die  mit  dem  Rest  übereinstimmt, 
so  sind  die  beiden  Faetoren  der  betreffenden  Zahl  gefunden. 
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Tafel   der  zwei  stell  igen  Endungen  der  Logarithmen  der  Zahlen 

von  der  Form  6n  qp  1  <  500. 


N3 


-^  fl  o 

i°    S    OQ 


ja 


Co 


::=  p  o 
«'S  «3 


"N 


Wts 


ja 

cd 


ja 

od 
N 


OD    2    DO 


,£3 

od 

N 


«  a  g 


7 

11 
13 
17 
19 
23 
29 
31 
37 
41 
43 
47 
49 
53 
59 
61 
67 
71 
73 
77 
79 


80 
27 
34 
89 
36 
7S 
SO 
17 
17 
39 
85 
79 
61 
59 
20 
98 
48 
83 
29 
07 
71 


83!  81 
89'  00 
91 ;  14 


97 

17 

187 

16 

101 

14 

19! 

34 

1(3 

72 

193 

73 

107 

38 

197 

62 

109 

65 

199 

«1 

113 

84 

203 

60 

119 

70 

209 

63 

121 

54 

211 

25 

127 

37 

217 

97 

131 

13 

221 

23 

133 

16 

223 

49 

137 

06 

227 

59 

139 

48 

229 

55 

143 

60 

233 

59 

149 

63 

239 

79 

151 

69 

241 

70 

157 

97 

247 

70 

161 

59 

251 

37 

163 

76 

253 

05 

167 

65 

257 

31 

169 

67 

259 

98 

173 

61 

269 

57 

179 

30 

271 

23 

181 

86 

277 

93 

281 
283 
287 
2«9 
293 
299 
301 
307 
311 
313 
317 
319 
323 
329 
331 
337 
341 
343 
347 
349 
353 
359 
361 
367 


63 
64 
19 
78 
76 
12 
65 
84 
04 
43 
93 
07 
25 
59 
80 
99 
44 
41 
95 
54 
47 
44 
72 
61 


3. 


lieber  Primzahlen. 


I. 


371 

39 

457 

37o 

88 

461 

377 

14 

463 

379 

92 

467 

383 

88 

469 

389 

96 

473 

391 

68 

479 

397 

05 

481 

401 

44 

487 

403 

50 

491 

407 

44 

493 

409 

33 

497 

413 

Ol 

499 

419 

40 

421 

21 

427 

79 

431 

73 

433 

79 

437 

14 

439 

45 

443 

37 

449 

63 

451 

65 

62 
09 
10 
69 
28 
11 
55 
51 
90 
15 
69 
64 

a3 


G.  Speckmann. 


Es  lassen  sich  arithmetische  Reihen  zweiter  Ordnung  bilden,  in 
denen  sehr  viele  Zahlen  Primzahlen  sind.  Die  allgemeine  Formel 
za  solchen  Reihen  ist  +ax^'\-bx'\-p  (p  =  Primzahl).  Solche  Reihen 
sind  z.  B.  die  folgenden: 


L. 
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5,  11,  19,  29,  41,  55,  71,  .   .   .  (Formel:  z*+bz+b) 
11,  23,  37,  53,  71,91,  113, .   .   .  (Fonnel:  x*+l\z  f  11) 
23,  47,  73,  101,  131,  163,  197, .   .   .  (Fonnel:  «*+23x+23) 

7,  13,  17,  19 (Formel:  — ««+7a;+7) 

13,  37,  59,  79,  97,  113,  127  ...   .  (Formel:  -  ««+25« +13) 

a.    8.    w. 

II. 

Für  die  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  einer  Grenze  x*  lassen 
sich  zu  bestimmten  Classen  von  Qnadratzahlen  arithmetische  Reihen 
bilden.    Es  ist  z.  B. : 

Qoadratzahlgrenze:  Anzahl  der  Primzahlen: 

(1  .  2«)«  6 

(2  .  2«)«  18 

(3  .  2«)«  34 

n.  s.  w.  u.  s.  w. 

Formel  für  die  Anzahl  der  Primzahlen:  2a;' +  10« +6 

(«  =  0,  1,  2,  .   .   .  ) 

Man  kann  diese  Verhältnisse  anch  so  aasdrücken: 

Quadratzahlgrenze:  (n2*)*.  Anzahl  der  Primzahlen:  »(n+3)— i). 
Bis  zu  der  Quadratzahl  (8  .  2*)*  =  1024  und  der  Anzahl  der  Prim- 
zahlen (8  .  11  —  1)2  =  174  stimmen  diese  Verhältnisse  genau.  Von 
hier  ab  treten  Abweichungen  ein,  die  aber  auch  von  regelmässiger 
Form  sind  und  die  Bildung  weiterer  arithmetischer  Reihen  für  die 
Anzahl  der  Primzahlen  ermöglichen.  G.  Speckmann. 


4. 
Auflösung  einer  CoBgruenz  nten  Grades. 

Es  sei  eine  Congruenz  «♦»  =  a  (mod.  m)  gegeben.  —  Der  Rest 
«,  den  die  Potenz  «»•-•*  nach  dem  Modul  m  giebt,  ist  uns  nicht  be- 
kannt.   Weil  aber  Är^tt(mod.  m)  ist,  können  wir  die  Gleichung 

1)  «  «  !2^±f 
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aafstellen.  In  dieser  GleichuQg  sind  y  and  z  unbekannte  Grössen. 
Setzen  wir  in  die  Gleichung  1)  für  y  nacheinander  die  Zahlen  1,  2, 
3,  .  .  .  ein,  so  wird  der  Betrag  my-^-a  bald  eine  Zahl  bilden,  die 
einen  Teiler  z  hat.  Ist  die  richtige  Zahl  getroffen,  so  ist  x  auch 
gefunden. 


Beispiele: 

1) 

•i) 

«»  --  8  (mod.  31) 
3ly+8 

Z 

2/  «  1.    31  .  1  +8  -  39 
y  «=-  2.  .  31  .  2  +  8  =  70 

«*  =  16  (mod.  17 ) 
17y  +  16 

X  = 

2 

y 

«  1.       17  .  1   +16  =  3:5 

y 

=  2.      33  +  17            -50 

y 

-  3.      50+17          -  67 

y 

«4.      67+17           «84 

y 

-5.      84+17           =101 

y 

=  6.    101  +  17           =118 

y 

=  7.    118  +  17           =135 

«  «  15,    or  —  9. 

G.  Speckmann 

5. 

Ueber  arithmetische  Reihen,  worin  Anfangsglied  und  Differenz 

teilerfremd  sind. 

Aas  einer  arithmetischen  Reihe  der  obengenannten  Art  kann 
man  immer  in  leichter  Weise  Reihen  absondern,  welche  die  con- 
stante  Differenz  6»  haben  und  deren  Glieder  von  der  Form  6n  ip  l 
sind.  Es  sei  z.  B.  eine  Reihe  mit  dem  Anfangsgliede  5  und  der 
Differenz  13  gegeben.  Um  die  in  dieser  Reihe  vorkommenden  Glieder 
Yon  der  Form  6n+l  zu  erhalten,  stellen  wir  die  Gleichung  auf: 
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1)     13m  +  5  — 6n  +  l 
oder    13m-|-4=6n 

Man  sieht  sofort,  dass,  wenn  man  in  l3m+4  m  gleich  2  nimmt, 
eine  Zahl  von  der  Form  6n  entsteht.  13  .  2 -|- 5  =  31  ist  also  eine 
Zahl  von  der  Form  6  n  +  1,  die  in  der  Reihe  13  w  -f-  5  vorkommt. 
Weitere  Zahlen  von  derselben  Form  sind 

13  .  (2  +  6)  +  5  =  109 
13  .  (2+12) +  5=  187 
13  .  (2+ 18) +  5  -  2r^5 
u.    s.    w. 

Es  kommen  also  die  Zahlen  der  Reihe  78n  +  31  in  der  Reihe 
13m-(-5  mit  vor.  Will  man  nun  aus  der  Reihe  78w-|-31  die  teil- 
baren Zahlen  ausscheiden,  so  ist  das  eine  leichte  Sache.  Da  die 
zerlegbaren  Zahlen  von  der  Form  6n-f-  1  oder  von  der  Form  6n  — 1 
zerlegt  werden  können,  so  kann  man  die  Gleichungen  aufstellen: 

2)  (6^  +  l)  (6ä;+1)  =  78«+ 31 

3)  (6^  —  1)  (6m— l)  =  78n-3l 

Nach  Multiplication  und  Reducirung  durch   6  entstehen  hieraus  die 

Gleichungen : 

^ik-\-  k  -\-i  —  5 
4)      n  = 


5)      n  = 


13 

6/w  —  m  —  l  —  5 
13 


Die  Werte,  welche  für  ^,  A,  Z,  m  in  die  Gleichungen  4)  und  5)  ein- 
geführt, Zahlen  von  der  Form  13«  entstehen  lassen,  findet  man 
leicht.  Für  die  Gleichung  5)  sind  z.  B.  1  und  9  solche  Zahlen. 
Man  kann  also  für  hi — 1  und  hk  -1  die  Zahlen  6  und  53  nehmen. 
Diese  sind  Teiler  einer  Zahl  von  der  Form  78n  +  31.  Ebenso  sind 
die  Zahlen  von  der  Form  78n  +  5  und  787^  +  53  Teiler  von 
Zahlen  der  Zahlenreihe  78n  +  31.  G.  Speckmann. 
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6. 

Facultätscongruenzen. 

Für   eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Facultäten  und  für 
einen  beliebigen  Modul  m  bestehen  die  folgenden  Congruenzeu: 


2!  +  (w  — 2)1! 

3!+  (m-3)2! 

4!+('m      \)V, 

(m  — 

■\)\-{-{m~-[m  —  \])(m  -  2)! 

m  = 

Beispiel: 
11 

2!  +9  .  r  -  11 

3!  +  8  .  2!  =  22! 

4!  +  7  .  3!  —  s\\j 

5! +  6  .4!  —  264 

6!  +  5  .  5!— 1320 

7! +  4.  6!  «  7920 

8!  +  3.  7!  -  55440 

9 !  +  2  .  8!  =-  4435 iO 

10! +  1  .  9!  =  3991680 

=  0  (mod    m) 


Die  entstandenen  Prodncte  sind  alle  durch  11  teilbar. 

G.  Speckmann. 


7. 

lieber  periodische  Kettenbrttche. 

Diejenigen  Quadratzahlen,  welche,  wenn  man  sie  resp.  durch 
1^  2*,  3^,  u.  s.  w.  dividirt,  den  Rest  1  geben,  lassen  sich  in  der 
Weise  bestimmen,  dass  man  zu  jedem  Quadrate  n^  zwei  Reihen 
bildet,  in  denen  die  ersten  Wurzelzahlen  gleich  n*  +  l  sind  und  die 
folgenden  durch  fortgesetzte  Hinzunahme  von  n*  gebildet  werden.  So 
sind  z.  B.  diejenigen  Quadratzahlen,  welche,  wenn  man  sie  durch  2* 
dividirt,  den  Rest  1  geben,  die  folgenden: 

3«,    7«,    11«,  .   .    . 

O   ,        *'    9        *-^   )    *       *      * 
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Dividirt  man  nun  solche  Quadratzahlen  nach  Abzug  von  1  durch 
2^  resp.  n^  und  entwickelt  die  Quadratwurzeln  aus  den  entstehenden 
Quotienten  in  Kettenbrtichen,  so  bilden  die  so  gewonnenen  ganzen 
Zahlen  und  die  Nenner  der  -Kettenbrüche  in  bestimmter  Weise  fort- 
schreitende Reihen.  Für  »^  =-  1^  und  n^  =  2*  sind  die  betreffenden 
Quotienten  oder  Determinanten  der  Pell'schen  Gleichung  auch  in  je 
einer  einzelnen  Reihe  darzustellen.  »  Es  mögen  einige  Abteilungen 
der  Eettenbruchentwicklungen  hier  folgen. 

1)  n*  =  1'.     Determinantenform  a;2-f-4a;-j-3. 

VS  =  1  +(1,  2)     Ganze  Zahlen,  Natürl.  Zahlenreihe. 

y~8  -=  2  +  (l,  4)     1.  Kettenbruchnenner  1. 

yiö  =  3  +  (l,  6)    2.  Kettenbruchnenner  2x. 

V24  =  4  +  (l,  8)  {x-^  1,  2,  3,.    .    .) 

u.    s.    w. 

2)  n^  =  2^.    Determinantenform  a;*-f-3a;  +  2. 

y'2=  l  +  (2)        Ganze  Zahlen:  Nattirl.  Zahlenreihe. 

V~6  ==  2  +  (2,  4)     1 .  Kettenbruchnenner  2. 

VT2=»3-|-(2,  6)    2.  Kettenbruchnenner  2x, 

y2ü=4  +  (2,  8j  («  =  0,  1,  2,  .   .    .) 

u.    s.    w. 

3)  n*  «  3^    Determinantenform: 

9a:2-f-24a:+7.  9a:*  +  2Öic  +  ll. 

yT=    2  +  (l,  1,  1,     4)  i~\^    3+(3,     6) 

V32-    5  +  (l,  3,  1,  10)  yiü«    6  +  (3,  12) 

i/i^^    8  +  (l,  1,  1,  16)  y8y=»    9  +  (3,  18) 

yr3G- 11 +(1, 1, 1, 22)         yT52==  124.(3,  24) 

u.    s.    w.  u.    s.    w. 

4)  n^  =  42.     Determinantenform : 

I6a;2-f  45iB+  N.  16x2+49aj+18. 

yiT    -    3  +  (l,  2,  1,    6)  yi8    =    4 +(4,  18) 

yeö    «    7+(l,  2,  1,  14)  y68  =3    8  +  (4,  16) 

yi38  «  11  +  (1,  2,  1,  22)  yiöÖ-  12  +  (4,  24) 

y248  -  lö  +  (l,  2,  1,  30)  y264  -  16  +  (4,  32) 

U.      S.      W.  U.      8.      W. 
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5)  n'  «=  5*.    DetermiDantenform: 

25x2  +  72a;+23.  25a;2+76a;  +  27. 

yW  =    4+(l,  3,  1,    8)  VW=   5 +  (5,  10); 

•y/96"  =    9  +  (l,  3,  1,  18)  •/iÖ4=lO+(5,  20) 

T/2I9  =  14+(1,  3,  1,  28)  •/23i  ==  l5  +  (5,  30) 

t/392  =  19 +(1,  3,  1.  38)  V4Ü8  «  20  +(5,  40) 

u.    s.    w.  u.    s.    w. 

Allgemein  ist  die  Determinantenform  zu  w*  >  2  gleich 

n2a;2  +  (n2qil)3  +  (n+2) 

Für  die  zu  einem  jeweiligen  w*  >  2  gehörige  1.  Deterrainanten- 
form  ist  der  erste  Kettenbruchnenner  gleich  1 ,  der  zweite  gleich 
n  — 2,  der  dritte  gleich  1  und  der  vierte  gleich  (w— l)2  +  2n.  Für 
die  zweite  Determinantenform  ist  der  erste  Kettenbruchnenner  gleich 
2n  und  der  zweite  gleich  2nx,   Die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  ist  gleich 

wa5-j-(n— )) 

resp.  nx-\-n 

G.  Speckmann. 


8. 
Heber  Reihensysteme,  deren  Modal  ein  Tielfaches  von  6  ist. 

In  meinen  „Beiträgen  zur  Zahlenlehre"*)  habe  ich  pag.  40  den 
folgenden  Satz  aufgestellt  und  begründet: 

„Ist  eine  Zahl  Z  von  der  Form   «n+l  gegeben  und 
„hat  ein  Primfactor  p  derselben  ebenfalls  die  Form  am^l, 

„so  ist  — = — h durch  p  teilbar." 

Da  nun  jede  Primzahl  >3  die  Form  6n+l  oder  Qxn+r  hat, 
80  kann  bei  denjenigen  Zahlen,  die  aus  Factoren  von  der  Form 
6n  4: 1  zusammengesetzt  sind,  für  den  anzuwendenden  Modul  z  immer 
ein  Vielfaches  der  Zahl  6  gesetzt  werden.  Es  dürfte  deshalb  eine 
Aufstellung  der  primitiven  Zahlformen  für  diejenigen  Reihensysteme, 
deren  Modul  von  der  Form  6n  ist,  nicht  ohne  Nutzen  sein.  —  Es  ist 


♦)  Verlag  von  Eschen  &  Fasting  zu  Oldenburg  i.   Gr. 
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nun  gleich  ersichtlich,  dass  in  einem  Reibensystem  mit  dem  Modul 
6n  nur  diejenigen  Anfangsglieder,  die  eine  Primzahl  oder  ein  uDge- 
rades  Vielfaches  einer  Primzahl  darstellen,  nebst  der  Zahl  1,  relativ 
prim  zum  Modal  sein  können.  Es  ist  deshalb  leicht,  die  betreffenden 
Zahlformen  zu  finden.  —  Praktisch  wendet  man  die  folgende  Regel 
an.    Man  dividire  zunächst    den  Modul  6n  durch   2  und  stelle  fest, 

welche  Zahlen  von  der  Form  6n-}-l  unter  ^   liegen.     Von    diesen 

Zahlen  kann  man  diejenigen  streichen,  die  mit  6n  den  gleichen  Teiler 
haben.  Setzt  man  die  übrig  gebliebenen  Zahlen  nebst  der  1  in  die 
Formel  6a;n±r  nach  einander  für  r  ein,  so  erhält  man  für  das 
betr.  System  die  sämtlichen  Formen,  in  denen  Anfaugsglied  und 
Differenz  zu  einander  relativ  prim  sind. 

Für  die  Moduln  6,  12, 18,  24,  30  mögen  die  betreffenden  Formen 
hier  folgen. 

Modul :  Zahlformen : 

6  6n+l 


V 


12  12n±l 

12n±5 

18  18n±l 

18ni:5 

18ni:7 

24  24n±l 

24n±5 
24n+7 
24n  +  ll 

30  30w±l 

30n  +  7 


30w±ll 
30n±13 

G.  Speckmann 
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9. 

Formeln  filr  die  Worzeln  der  Pythagrorilischeu  Oleiehung« 

Bei  beliebigem  x  bestebt  die  Gleicbung 

Nach  MuUipIication  uud  Redaction   entsteht  aus  Gleichung  1) 
die  Gleichung 

2)  (aj*-2ic  +  2)2~(:r2— 20-)«=  (2a:-2)2 

Für  die  Wurzeln  X,    F,  Z  der  Pythagoräischen  sind   also  bei  be- 
liebigem X  zu  setzen: 

X=.T«  — 2a;+2 

Y=x^'-2x 

Z  «  2aj  —  2 

G.  Speckmann. 


10. 
Ein  Satz  Tom  KreisTiereck. 


Lehrsatz:  Die  Diagonalen  des  Kreisvierecks  verhalten  sich  wie 
die  Sinus  der  gegenüberliegenden  Viereckswinkel. 

Beweis.     AB  CD  sei  ein  Viereck,  AC  und  -BD  seine  Diagonalen 
Dann  ist  nach  trigonometrischer  Formel 

AB  AC 


sinACB       sin  ABC 
AB  BD 


sin  ADB       BAD 

Geht  ein  Kreis  durch  A^  ß,  C,  D,  so  sind  ACB  und  ADB  als  Peri- 
pheriewinkel auf  Bogen  AB  einander  gleich,  folglich  auch  die  linken 
Seiten  beider  Gleichungen,    mithin  auch    die  rechten,  und  man  hat: 

AC :  BD  ^  sin  ABC :  sin  BAD 

was  zu  beweisen  war. 

Dr.  Demeter  Danitsch, 

Professor  in  Belgrad. 
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11. 

Ueber  Barstellbarkeit  Ton  Zahlen  als  Summeii  zweier  ^oadrate. 

Es  ist  bekannt  und  bewiesen,  dass  jede  Primzahl  von  der  Form 

»=4n  +  l 

eine  Summe  zweier  Quadrate  ist.  Von  den  vielen  hieran  sich  knüpfen- 
den Folgerungen  und  Fragen,  die  jedoch  nicht  erwähnt  zu  werden 
pflegen,  möge  nur  eine  hier  Platz  finden.    Sei 

dann  ist 

«»1  =  (aa^  ±  bb{^^  +  (oÄ,  qp  ba^)^  (1) 

Die  Aufgabe  der  Zerlegung  des  Products  in  eine  Qnadratsnmme  hat 

also  2  Lösungen.    Fügt  man  nach   derselben  Formel  dem  Product 

zzi  die  analogen  Factoren  z^^  z^  ,   .   .  nach  einander  hinzu,  so  folgt, 

dass   die  Zerlegung   des    Products   zz^z^  .   .   .  «m-i  im   allgemeinen 

auf  2*"— 1  Arten  möglich  ist.  Wendet  man  den  oben  genannten  Satz 

an,  beachtet  auch,  dass 

2  «  1«+1« 

ist,  so  lässt  sich  das  Ergebniss  folgendermassen  aussprechen : 

Jede  Zahl,  die  durch  keine  Zahl  von  der  Form  4n — 1  teilbar 
ist,  ist  2"»-^  im  allgemeinen  nicht  identischen  Summen  zweier  Qua- 
drate gleich,  wo  m  die  Anzahl  ihrer  Primfactoren  bezeichnet. 

Im  besondern  bemerkt  man  leicht,  dass  die  2  Zerlegungen  (1) 
für  2  »  2  identisch  sind;  daher  ist  m  beschränkt  auf  die  ungera- 
den Primfactoren.  R.  Hoppe. 
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XV. 


Die  Entwicklung  nach  BernouUi'schen  Functionen, 


Von 

Franz  Rogel. 


1.    Eindeutigkeit  der  Entwieklung, 

Sei  R^  Zofn Bm {x)  eine  zwischen  gewissen  Grenzen  conver- 
gente  Reihe,  geordnet  nach  den  Bernonlli 'sehen  Functionen 
^m,  m  —  1,  2, .  .  .  ,  und  bestünde  eine  von  dieser  verschiedene, 
doch  gleichwertige  Entwicklung 

i2=  ShmBn,{x) 
80  gibt  die  Differenz 


ZcinBm(x)  =0,      Cm  ^=^  Om  —  ^ 


m 


giltig  für  ein  den  obigen  Reihen  gemeinsames  Convergenzgebiet.  Für 
eine  continuirliche  Reihe  solcher  o;- Werte,  für  welche  x  und  X'\'l 
innerhalb  der  Convergenzgrenzen  letzterer  Reihe  liegen,  ist  dann  auch 

£cmBfn{x+l)  «0, 

daher  * 

i;cm[5m(a;-f,l)  —  Äm(a;)]  «  0 

oder  zufolge  einer  bekannten  Eigenschaft  dieser  Functionen  (S. 
Schlömilch  Comp.  II.  p.  207  ff.) 

Umctnx^"^  -»  0 

was  für  eine  stetige  aufeinanderfolgende  Reihe  von  a;- Werten  nur 
bestehen  kann,  wenn  cm  -»  0  oder 

öm  ■"  bm 
Areb.  d.  Math,  n«  Phys.    2  Beihe.    T.  XVII.  9 
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ist,  d.  h.  Gleichwertige  Entwicklangen  nach  den  B»  sind 
identisch. 

Auf  die  hier  zu  betrachtenden  Reihen  ist,  wenn  dieselben  con- 
\rergiren,  daher  der  Satz  der  „anbestimmten  Coefficienten'^ 
anwendbar. 


2.    Entwicklungr  einer  gregrebenen  Function  nach  Bm. 

Sei  f{x)  eine    nach   dem   Taylor 'sehen    Satze    entwickelbare 
Function,  und  werde  abkürzungsweise 

unter  h  und  k  beliebige  Constante  verstanden,  so  giebt  der  Boolee 
sehe  Satz  (Schi.  p.  221) 

+  (—!)"  72^ir2)j"  ^2h-2+-R2h  .    .   .  .(1) 
wo 

Ä2a+1 


(2 

6 

-ß2n  =  / 

^  1 

0 

Wird  derselbe  der  Reihe  nach  für  /i ,  f^^  Ai  •  •  •  /2«"i  d®"^'^ 
in  Anspruch  genommen,  dass  für  die  /*  mit  geradem  Zeiger  die 
Restform  (ß)  und  für  jene  mit  ungeradem  Zeiger  die  Form  (ß) 
gewählt,  und  dass  der  Ordnungszeiger  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Function  f  durchgehends  =  2n  wird,  so  entsteht,   wenn 

die  rto  Gleichung,  r  =  1,  2,  .    .    .  2n  - 1  mit  — i    multiplicirt    wird, 
das  System 

Ähä2»»-2 


1 
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2!   ^«""2!    '       2  21^+   2!     21"^^^'   '   ' 


^  (~ ^J   (2t.- 2)!    2!  ^2--^ 

1 

--(2;^2T!  2!y  ^2n-iW/'(2«)(A:+Ä0ci/ 


1 


0 

7lA=4j^8-  +  .    .    >+(-l)'"^   (2^^4)1    4i^^-i 

1 


(an-ljl-^^-^  ^  (2n-l)!  ^2«-2-  ^  (^^  _;^j,  ^2r-l 

1 

0 
^2n-.l  —  7K-T7  ^2n-I 


(2n) !     ^-•'       (2«) ! 

Die  Addition  ergiebt  auf  der  linken  Seite  die  Taylor'sche  Reihe, 
während  rechter  Hand  die  gewünschte,  eine  willkürliche  Constante 
enthaltende  Entwicklung  nach  Bernoulli 'sehen  Functionen  hervor- 
geht: 

h\f{k  +  x)^f{k)  -  Ä2h]  =  Yi^Bt{u)  +  ~  //,+^2W  ^^2^3W+  •.. 

ä2h-I  ä2h  a;2»» 

•    •    •  +   (2n  -  1) !  ^2t»-2B2n-l  (u)  +  ^^^  ^2«-l  ^^hCu)-^^^,  ^^2—1 

1 
j|^2n-|-l      /»  ;^2»  ^2n-l 

0 

worin 

9» 
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Af  -  (  ")  uSu-1  («)  -  (^)  ««  Sih._j (0  +  .    .    . 

(      «••  — 1  ) 

=  2).«-{t-^-53j-(l-«rH»)J 

das  Jf  enthaltende  Rest-Integral  ist  demnach 

1 
■"(2^y  [^2H(0-Äa»*(<-t*)]/(*»)(Jfc+Ä0* 

0 

Mit  Berttcksichtigung  von 

ist  nach  gehöriger  Reduction  nnd  Division  mit  k  schliesslich 

•    •    •  +  (2n-.l)]  ^^-2  ^2h-2  (m)  -f  2  T^^z#2fi-i  ^2H(t«) 

1 
+  (2^0!  /  C*"W-^2n(^-ti)]/-(a»((A:+Ä0£^/ 

0 

1 
+  (2^1)1  f(X-^)^-^f^^Hh+^)dw 


(2) 


Die  Betrachtang  der  Restglieder  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass 

^^  ToTi  ^aH-iÄ2H(«*)  -  0 (3) 

nnd 

1 

Hm      rNß^)(k+ht)dt^O,    iV  «  Bjn  (0  — Äh(<  — «)  .   .   -W 

0 

die  Bedingungen  der  Entwickelbarkeit  von  Functionen  der 
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genannten  Art  nach  Bernoalli*schen  Functionen  sind;  denn  die 
Grenzwerte  der  anderen  Glieder  des  Restes  verschwinden  schon  zu- 
folge der  über  /  gemachten  Yoranssetzang. 

Dem  Reste  kann  dnrch  Entfernung  der  Integralzeichen  eine 
andere  Form  gegeben  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  werde  zuerst  das  Intervall  u  —  0,  u  =-  —  J 
ins  Auge  gefasst,  wofür  sich  dann  vorstehendes  Integral  in  Grenzen 
einscbliessen  lässt. 

In  Ansehung  dessen,  dass  für  «  nur  das  Intervall  (0,  1)  in  Be- 
tracht kommt,  wird  j=u  zwischen  0  und  ^  liegen,  innerhalb  welchen 
Intervalles  B2a{s — u)  das  Zeichen  nicht  wechselt. 

Denn  es  besitzt  ß2H{v)  innerhalb  (0,  1)  dasselbe  deichen  (— 1)*^ 
(Schi.  p.  215,  Fig.  41  u.  42);  nun  ist  aber 

woraus  hervorgeht,  dass  Bir{v)  auch  von  t;  =  1  bis  t;  =  2,  somit  im 
Intervall  (0,  |)  positiv  bleibt 

Ferner  ist 

4r+2— (2^+2-1)  52r+i 


B4r±2  (l) 


wegen 

4r+2 

Stets  negativ. 

Würde  nun  ^«r-f a(v) ,  das  samt  seiner  Ableitung  für  v  =  0 
▼erschwindet,  innerhalb  (1,  |)  sein  YorzeicheB;  wechseln,  so  müssten 
in  diesem  Intervalle,  geometrisch  gesprochen,  mindestens  zwei  Wende- 
punkte liegen,  daher  DB4r-\-2(v)  =  Bir(v)  zwischen  i?  =  1  und  »  —  J 
mindestens  zweimal  verseh winden,  was  nach  demYorigen  aber  nicht 
der  Fall  ist.  B2a  besitzt  daher  in  dem  Intervalle  (0,  f)  das- 
selbe Zeichen  (— 1)~. 

£s  ist  somit  wegen  der  ang^ommenen  Stetigkeit  und  Endlich- 
keit von  f  gestattet  zu  setzen 

1  1 

f  B2n(t'-u)  fi^^)(k  +  ht)dt  «  (— l)«/(2n)(;.^nö)  J     B%n(t'-n)dt 

b  0 

und  ans  demselben  Grunde  $QCb 
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1  1 

f  B2n{t)  /^(2h]  (h  -f  ÄO  <Ü  «  (—  1)H  /-(Z»»)  (  +  ht')     rB2n{i)  dt  « 
0  0 

-^h/(2»»)(*4.ä6'),    0<d'<l; 
folglich  ist  wegen 

=  sh  /•(2H+i)(Ä;-f  OÄ),    0  <  f,    0  <  ^  <  1  nun 
i: 

0 

Endlich  kann  das  zweite  Rest-Integral  in  (2)  durch 
^/(2«)(Ä:+«a.),     0<a<l 

ersetzt  werden. 

Die  Darstellnngsbedingnngen  (3)  und  (4)  gehen  jetzt,  wenn  noch 
J2n"i  durch  hf^^*^Hk'\-fih)  ersetzt  wird,  über  in 

"S  ?i;;vT  Ä2»(«)/'^'(^ +>»*)  =  0,  o<,i<i (5) 


lim  j^^—^  (s h  Bn  /t2H+i)  (Je  -{-  ^h)  —  (—  !)♦»  w2n  /•(gn)  (h  +  eh))^0    .  (6) 


ä2« 
n=»  (2^! 

0<e<l,    0<d<l, 


-j5^<o 


Ein  einfacheres,  jedoch  nur  hinreichendes  — nicht  notwendiges 
Kriterium  für  die  Convergenz  der  gefundenen  Reihe 

f{x+k)=  £amBm{u)=R 
lässt  sich  wie  folgt  ableiten. 

Es  wird  R  ganz  gewiss  conTergiron,  wenn 

Ä'  =  ^  I  a,H  I  bm 
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WO  hm  das  absolute  Maximum  von  Bm{u)  innerhalb  (0,  1)  vorstellt, 
convergirt. 

Für  gerade  m  ist 

im   -  I  ^m  (i)  I  -    -^^;^^m (7) 

8 

Für  ungerade  m  ist  bm  zwar  allgemein  nicht  bestimmbar,  es 
lässt  sich  aber  hiefür  eine  obere  Grenze  angeben. 

Werden  nämlich  in  den  Punkten  t«  »  0,  u  »  |,  Tangenten  an 
das  geometrische  Bild  von  Bm  (Schi.  p.  216.  Fig.  43,  44)  ge- 
zogen, welche  sich  in  dem  Punkte  M  schneiden  mögen,  so  ist  seine 
Ordinate  (absolut  genommen) 

2    'Im^^iZ^  ^a^  ^  ^'">  ^  ungerade; 
nun  ist 

2W-2  —  1 
i>  2m-l _  1 

omsomehr 

ffi 

XÄm-l>b^ («) 

2 

Wird  jetzt  in  R'  das  erste  Glied  als  unwesentlich  ausgelassen,  und 
för  die  6m  (w  gerade)  ihre  Werte,  für  jene  mit  ungeradem  m  der 
in  letzterer  Ungleichung  linker  Hand  stehende  Ausdruck  {m  —  3,  5, 
7  .  .    .  )  gesetzt,  so  entstehen  zwei  neue  Reihen 

2«  — 1  2*  — 1 

n  —  I  ö«  I  — ^r-  ^1  +  I  «4 1  —^T'  ^i  +  '  '  '  y 

wobei  J?'  —  I  ai>b|  <lr,  -|-^2  ist. 

Durch  Vergleich  derselben  mit  den  Reihen 

2»"^'  21+^3-^241  +  .    .    .=  2<^ang|,     -27r<7r<+27r 

3^1  öi  +  5i?2j-,  +  .    .   .  «  1 +i^^cosec^2""  ^^^*2' 

—  27c<a;  <  +  2n; 

ergiebt  sich  sodann  die  Tatsache,  dass  eine  Reihe  ZamBm{u) 
2wischenw««0  und  w  =  1  gewiss  convergirt,  wenn  bei 
iedem  geradem  m 
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and  bei  ungeradem  m 


8.    ConTergenzgrenzen. 

Wenn  die  Convergenz  der  für  /{x-^-k)  gefundenen  Reihe 

festgestellt  ist,  so  lassen  sieb  die  Grenzen  derselben   von  jeneq 
ungleich  leichter  bestimmbaren  —g  und  -f-^  der  Reihe 


(9) 


in  einfacher  Weise  ableiten. 
Aus 


Bm{u-]-k)  «  Bm(w)+m(u'«~l  +  li  +  l"->  +  .     .     .  -j.  u-|-^«lm-l) 

folgt,  wenn  u-f-^  so  gewählt  wird,  dass 

d.  h.  der  oberen  Grenze  von  92  ist,  sofort 

als  obere  Grenze  bezüglich  R     Zufolge 

Bm(l+g)  -  {—l^Bmi-g)    (Schi.  p.  211.  Formel  12) 

ist  dann  ^g  die  untere  Grenze.    Es  gilt  daher 

„Die  Conyergenzgrenzen  einer  als  couvergent  befande- 
„nen  Reihe  ZamBmiu)  sind  —g  und  ^r+l,  wenn  jene  der 
„Reihe  2amu'^  —g  und  +^  sind." 

Diese  Untersuchung  giebt  aber  noch  weiter  zu  erkennen,    dass 
notwendig  Divergenz  vorhanden  ist,  wenn  sich 
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s 


Dicht  nach  Mac'  Laarin's  Satz  entwickeln  lässt. 

Im  bejahenden  Falle  folgt  hieraus  jedoch   noch  keineswegs  die 
Convergenz  der  Reihe  K 


4.    Unbedingte  Conrergenz. 

Werden  die  positiven  und  negativen  Glieder  von  Bm{u)  zn  je 
einer  Gruppe 

1  —  2« 

-  «~  +  -4—  *» «*~"^  +  i (^m (u)  -  (—  i)^ Bm (»«)))      .    .  (10) 
=  tt«»H pmf*»»-I-i(Äm(w)  +  (— 0"'^m(»t«)).    .    .    .(11) 

znsammengefasst,  so  ist 

and  das  als  convergent  vorausgesetzte 

R  =  ZafnBm=^f{x'\-h) 
nimmt  biefür  die  Form  an 

E  —  f(k)  +  i2i  —  Äj,     wo 

Ä^  -  2an,^J    und    Ä,  -  -2^am©m" (12j 

1  1 

• 

Da  89m'  und  ^m"  nur  positive  Glieder  enthalten,  so  sind  sie  im 
Gebiete  des  Positiven  positive  Functionen;  sind  dann  auch  noch 
sämtliche  om  positiv,  so  haben  beide  Reiben  nur  positive 
Glieder,  werden  daher  unbedingt  convergiren,  folglich  auch 
■ß,  wenn  sich  /'(a^-f-A;)— /(A;),  dessen  Entwickelbarkeit  nach  den  BernouUi. 
sehen  Functionen  vorausgesetzt  wird,  derartig  zerlegen  lässt,  dass 
die  Bedingungen  für  die  Entwickelbarkeit  auch  für  die  Teile  erfüllt 
bleiben. 
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Die  Entscheidong  wird  am  einfachsten  dnrch  Sammirnog  der 
Jti  und  Bf  herbeigeführt. 

Znfolge  (2)  nnd  (12)  ist 


+  J(t ^/Bi  (^ti)  +  ~  J,  B,  (tu)  -  i~  J^  B^  (in)  --^J^B,{iu)  + . . .) 

In  dieser  Form  ist  die  Sammiruug  mit  Hilfe   des  Taylor'schea 
Satzes  und  mittelst  (2)  ausfuhrbar,  und  ergiebt 


X 

i?,  =     \   r {/(x  +  h+1e)—f{x^1e)dx 


+  ^fyx+h  +  k)-\-^-^{f{x^k)^f{k)) (13) 

ebenso  findet  sich 


^«  "  Ä  /*(^(^  +  Ä  +  ^)  -  f{x+1c))dx  + 


Die  Betrachtung  dieser  Ausdrücke  ftthrt  nun  unmittelbar  zu  dem 

wegen 

Äm(tt+ 1)  -  (~  l)^Bm{r-u) 

auch  für  negative  Argumente  gültigen  Satze: 

,;Die  für  /(x-f-A;)    gefundene   convergente  Beihe    papb 
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y^Bm{u)  ist  sicher  unbedingrt   coDvergent,    wenn  sämtliche 
„Coefficieoten  positiv  sind,  uDd 

b 
„sich  nach  Bm(u)  entwickeln  lässt'^ 


Blfferentürharkeit. 

Wird  die  für  f{x'\-k)  sich  ergebende   als  convergent  vorausge- 
setzte Reihe 

R^nk)  +  J.B^(u)+^^J,B,{u)+^^J^B^(u)+.   .   . 
mit  Berücksichtigung  von 

D,B2n(z)  —  2n^2n-l(»),     n  >  1, 

(Schi.  p.  213;  18,  19) 

D,  B2n+1  (z)  «  (2n  + 1 )  [Bin(^)  +  (  -1)~-1  Bn] 

nach  X  dififerentiirt ,  so  kommt,  wenn  mit  h  beiderseits  multiplicirt 
nnd  nach  B  und  f8  geordnet  wird 

h  ^R^hR'  =^  P+Q 
ax  \ 

WO 

Ist  f'{x-\'h)  -f{h)  durch  die  Bm  darstellbar,  so  ist  zufolge  (2) 

P«  J+(/^'(a:  +  Ä)-/'(Ä;)) 

Letztere  Reihe  ist  mittelst  (1)  snmnurbar  und  giebt 

Q  «  hf,  (k)  -  J 

wenn  der  Grenzwert  des  Restes,  nämlich 

1 
lim  ^  r Btn(t)f(^^^^)(lc+ht)dt^O 

«=30  V^^i  ••/ 

ist  für  unendlich  zunehmende  n. 
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In  diesem  Falle  ist  dann  tatsftchlich 

Das  Ergebniss  ist  daher: 

„Jene  Reihe,  welche  durch  gUedweises  Differentiiren 
„der  sich  fttr  die  stetige,  endliche  differentiirbare  Func- 
„tion  fix-^k)  ergebende  convergente  Reihe  nach  den 
„^m  entsteht,  hat  nur  dann  fix-^k)  zur  Summe,  wenn 
„letzteres  sich  ebenfalls  durch  die  Bm  darstellen  lässt 
„und  ausserdem  noch 


lim    (^y^^nW/^^-+0(*+Ä0^  =  O (35) 

0 

„ist**. 


Beispiele. 

a)  f{x)  —  x^ 


X 


'       \m — 1/       m 
Für 

jb  — tg^l,    3  — tangg>,    Ä  — 2 (16) 

wird 

^r  =  r  I  (^^  ((e3  +  l)'"-^-(tg-l)'«-0 

«    .  /»» \  _        sin  ny  , 

2.V!(^  JP».-r.    i'--^^,    «-r  gerade 

.  /w  \  ^  ^         cos  ng>  ^    ^ 

2*!(^jQm-r,    Qh  =  ^^,    m-r  ungerade 

und 
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+  |*(3)q«-.ä«(5)  +  .  .  . 

+<i(o)-»'.(i)+r&)---«6)+---) 

t»  gerade 
woraus,  da  für  negative  9)  die  P  negativ  und  die  Q  positiv  werden, 

(x+«g-l)«'-Hg-tg— l)m  2«/f»\^  /«\ 

2 '^+2(1)  ^-^^'(2) 

+i*(r)^-«^*ß)+-  •  • 

}  I»  gerade .  .  .  (17) 

+  3  (2)-^— 2'S»(i)  +  -    •    • 
ebenso  findet  sich 

(H-»g— 1)'"4-(«— fg-1 )"  ^     ,  2/m\  /ir\ 

+  |-*(2)q»-2B,(0  +  .   .   . 

}  m  nngerade  .   .  .  (18) 

2i P«  +  2"  ( J  P«-.  B.  (g) 

b)  Kngelfnnctionen  erster  Art. 

^^*^  -;rr2Ä^»"("*-»)" 

/  n — c 

^  n— r  angerade 

^  '*'        r!(n-r)!2' 
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Für  ik  —  0,  Ä  =  1  ist  dann 


(-l)'=WB,(x)         (2n+2)!  g3(<t) 
"'"      2^      \(nl)*        3!(n-l)!{n+l)! 

(2n+4)!g5(x)  \ 

+  5!(n-2)!(n+2)!~"*'-    "    •/     '    *    '  ^^^ 

(-l)-i  /     (2n+2)!  (2n+4)! 

-I-    22H-1    V2!nI(n+l)!-°«*"^      4!  (n— 1)!  (n+2)!'"*^*^ 

c)  Hermite'sche  Polynome.  (M.  Hermite:  Sor  an  nouveaa 
d^veloppement  en  s^rie  des  fonctions.  C.  R.  T.  LYIII.  p.  93 
et  266.) 

(_!)»£/„  =  (2«)«-2(2)  (2«)«-2+S  .  4  (^)  (2x)»-< 

-  4  .  5  .  6("V2a:)«-«  +  -  .    .   . 


t^»(0) 


0       n  ungerade 
n7-r-  ,  n  gerade 


"5(i) 


I 
DTÜH  =  (-l)«-2«-r--T7  Cn-r 


Das  nicht  weiter  reducirbare    Un(\)   mit   Cn  bezeichnet  und    ä;  =  0, 
u  «-  1  genommen,  giebt  wegen 

w— r      (n — r)! 

'     "     "     -    ge- 

^r=  i(^i)rvr^i_  (C„-..-(~l)  "    ['^ )  !    /       rade 


w— r      (n — r)!  \ 


(-1K2''?'    "./,    n-r  ungerade 

'^       '        (» — r) !  " 

1      TT    ,  ^  <^2»     „  ,   ,  2'C2«-i  2»C2n-2     „  ,   , 

(2^01  ^"»("^ "  (äiö!  ^»^*^~2r(2^T)!  *»w+är(-2;r:2)'!»8(«')  -  ... 
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+  3!(2n— 2J!^3W~'    •    • 


d)  Exponentialfanctionen. 


Da  hier 


^*— 1       ^f  ^1  ;i8 

^S3j«  j-:B,(i*)+2|^2W+3T^3(^)  +  -   •  •     (23) 


Arn      =» T  <C  T 


z.  B.  darch  die  Annahme  ä  «log 2,  wofür  linker  Hand  c*— 1  ent- 
steht, erfüllt  wird!,  so  convergirt  die  erhaltene  Reihe  sicher  zwischen 
0  und  log  2;  ihre  Convergenzgrenzen  sind,  da 

fi 
also  für  jeden  «-Wert  gültig  ist,  --  oo  und  +  oo. 

Wird  dieselbe  mit  der  für    |  ä  |  <;  27c  convergirenden  Reihe  für 
j^— 7  multiplicirt  und  wieder  nach  Potenzen  von  h  geordnet,  so  ist 

das  Resultat  von  dem  in  (23)  erhaltenen  bis  auf  den  Factor  h  nicht 
verschiedeD,  woraus  geschlossen  werden  %ann,  dass  die  Grenzen 
letzterer  Reihe  —  2ä  <  ä  <  +  2^  und  —  oo  <;  a?  <  +  »  sind- 
Dasselbe  gilt  für  die  durch  algebraische  Addition  und  Multiplication 
aus  e*  hervorgehenden  Functionen.  Z.  B,  sina;,  cosa;,  e«*sinJa:  etc. 
Es  ist  ferner 

C08(a;-j-Ä;)=  C0SÄ+(C0S(Ä;-f-Ä)  — C0SÄ;)rB,(M)+Q-.-H8W  +  •    •    •) 
+(sin(Ä:+Aj-sinÄ:)  C^B,(«)+^Ä,(u)+  .   .   .)      (24) 

woraus  durch  Differentiation  nach  k 


l^  Bog  eil  Arithmtliiche  DisconiinuitMU'Factoren» 

WO  «  uBd  m  beliebig,  n  and  r  positiv  ganzzahlig   ist,   ge- 
wählt, 10  ist  derselbe 

0,       0  "j  r  <  n 

=  j       m»»  n ! ,         r  —  n 
>0,         r>n 


Für 


ferner  —  (n-fl)  I  m«  f  a+  ^J    für    r  —  n  +  l 


m  -  1,    (2  —  0 
geht  er  über  in  den  Ausdruck 

welcher  in  der  von  R  Hoppe  begründeten   „Theorie   der  höheren 
Differentialquotienten^'  als  Goefficient  eine  wichtige  Rolle  spielt 

2.  Um  einige  Eigenschaften  des  Polynoms  (1)  kennen  zu  lernen, 
werde  zunächst  —  a  an  Stelle  von  -|~^  gesetzt  und  eine  ganze 
positive  Zahl  p  unter  der  Bedingung 


pm  <^a 

eingeführt,  so  dass 

. .  .+(-1)-- «^^(^^^^Jc'^p+r-«^ 

entsteht,  woraus  für 

a  —  pm  -=  d 

und 

r  <^  n 


(2) 
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(i»iH-d)'-(j)(»^^^l+ä)''+ (2)  ("»p"^2 +<*)•■.   .   . 

-(-l)'+»+i  j(,^)m-d)«--(")(;^-m-d)''.    .    . 

•   •    •  +  (-1)-'-'  („_p_i)  («-■'*)•■} (3) 

hervorgeht 

Dieser  Relation  kann,  wenn  der  linksseitige  Teil  mit 


bezeichnet  wird,  noch  die  Form 

ö    -(-1)  S  (4) 

Ptd  n—p— I,  »— rf 

oder 

S    -(-1)       Si      +(-«l)         d  (5) 

r  <:^  n 

gegeben  werden. 

Der  Bedingung  r  <^n  wird  durch  Vertauschung  von  n  mit  n-}-l 

N,r  n  f  1 

ond  von  r  mit  n  entsprochen,  wofür     Ü    in  den  Coefficienten    ü 

P,d  ftd 

übergeht ,  welcher  in  der  vom  Verfasser  in  seiner  Abhandlung 
,,Nnllwerte  höherer  Differentialquotienten  gewisser, 
»»zusammengesetzter  Functionen^S  (Archiv,  2.  Reihe,  T.  XI 
p.  62  ff.)  gegebenen  Snmmenformel  Nr.  106*)  erscheint. 

Zufolge  (5)  ist  für  ci  — 0 

S  -     S  (6) 

P.  0       n-p,0 

d.  h.  in  dem  unter  dem  Zeichen  2  in  [108]  stehenden  Poly- 
nome tsind  für  d»0  die  Coefficienten  gleich  weit  von 
den  Enden  abstehender  Glieder  einander  gleich. 


00  d  P^*^  ••"♦"^ 

*)     2  M<^^*(vm+d)^~  rj — -7-xT    ^      a  .  armi» 
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3.  Da  (1)  für  alle  r  von  r  —  O  bis  r— -n  — 1  verschwindet,  so 
mnss,  wenn  ^(jt)  eine  ganze  rationale  Function  (n—l)ten  Grades 
vorstellt,  für  dieselben  r- Werte  auch  die  Identität 

flr(wn  +  a)--L  U(mn--l+a)+r2jy(wi»--2  +  a)  .    .    . 

.    .    .   +(-l)».-i(^^^J(7(m+a)  +  (-l)nQ^(a)=0.    .    .    .  (7) 
bestehen,  welche  identisch  ist  der  zwischen  den  n-{-l  Elementen 


«0»      «*1>      ^-i 


,  u» 


einer  arithmetischen  Reihe  von   höchstens  (n— l)-ter  Ord- 
nung geltenden. 

Denn  da 
^ft)  =  «.-(,)».+(3)«..    ■    .  +  (-l)-"(,2i)'%-l  + 


+(-"■(:) 


"n 


(8) 


WO 


^1l^»»  —  ^'"^^m-l  —  ^^"^Um 


das  erste  Glied  der  rten  Differenzenreihe  in  fiblicher  Weise 
bezeichnet  und  an  Stelle  obiger  Elemente  auch  ut,  ui^i^ .  .  n*^» 
treten  können,  so  verschwindet  das  linksseitige  J^u^  für  alle  r<Cn. 

n 


Wird  der  linksseitige  Ausdruck  in  (8)  durch  ^ 
gilt  daher 


(( 


dargestellt,    so 


n 

r 


0, 

>o, 


r  <Cn 
r^  n 


(9) 


ar  n  !  m**,     r 


n 


wo  or  den  Coefficieuten  von  x^  in  der   die  arithmetische  Reihe  er- 
zeugenden Function  g{mx)  bedeutet. 

Ein  bemerkenswerter  Fall  ist 

wofür  aus  (7),   wenn  durch  r  dividirt  wird,   eine  Summe  von  Aus- 
drücken von  der  Form 


±0 


r  • 
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hervorgeht,  welche  nur  für  gegen  r  teil  exfremde  3  ganze   Zahlen 
sind.    Hieraus  folgt  aber,  dass 

A=l,  2,  3.  ...  \Ar/  r  '  r 

unter  der  Voraussetzung 


eine  ganze  Zahl  zur  Summe  hat. 

4.  Die  Identität  (9)  für  n-{-l  verschiedene  arithmetische 
Reihen  wto,  Mii,  m,-2,  •  .  •  ,  w,ii,  *  =  0,  1,  .  .  .  ,  n,  von  höchstens 
(»— l)-ter  Ordnung  in  Anspruch  genommen,  liefert  n -f- 1  Gleichun- 
gen, aus  welchen  für 

0  ^r<  n 

durch  Elimination  der  ßinominalcoefficienten  die  weitere  Identität 

hervorgeht. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  Herr  Dr.  F.  J.  Studnic'-ka  in 
seinem  Aufsatze  „Neuer  Beitrag  zur  Theorie  der  Determinanten" 
(Prager  Bericht,  1896,  VI.)  mittels  des  verallgemeinerten  Hankel- 
schen  Satzes  (Siehe  Baltzer,  Determ.  1875.  §  3.  13),  wonach  eine 
Determinante  unverändert  bleibt,  wenn  an'Stelle  der  Elemente 
die  Anfangsglieder  ihrer  Differenzienreihon  gesetzt  werden. 

Herr  Dr.  F.  J.  Studniika  stellt  obige  Tatsache  (10)  als  einen 
besonderen  Fall  des  weit  allgemeineren  Satzes  hin:  „Eine  Deter- 
minante nten  Grades  hat  den  Wert  null,  wenn  die  Ele- 
mente von^Zeilen  oder  Colouueu  arithmetische  Reihen 
von  hVehsteus  (ä— :^)ter  Ordnung  vorstellen**  —  welcher  mit 
Hilfe  eines  neuen  Determinantensatzes  (Dr.  F.  J.  Studnicka:  „Ueber 
eine  neue  Determinantentransformation'',  Prag.  Ber.  1873)  bewiesen 
wird. 

Der  Beweis  iässt  sich  übrigens  auch  mittels  allgemein  bekannter 
einfacherer  Determinanten-Eigenschaften  wie  folgt  erbringen. 

Sei  p(<Cn)  die  Ordnungszahl  der  die  Elemente  von  h  Zeilen 
repräsentirenden  Reihen,  so  besteht  zufolge  (9): 


X52  Rogelt  ArithvMiUeht  DueoniiHuiiäiM-Faeloren, 

-  0  .   .   .  (11) 
>  »■  0,  1,    .    •    ,  .  h 

ifc— 0,  1,  .    .    .,     n  —  p  —  1 

Wird  nun  von  je  einer  Colonne,  von  der  Oten  bis  zur  (n^p— 2)ten, 

die  yV  j-fache  zweitnächste  addirt  etc.,    so  verschwinden  gemäss 

der  Identität  (11)  in  diesen  h  Zeilen  n— p— i  Colonnen. 

Die  die  Determinante   ungeändert  lassende  Yertauschnng  ihrer 

Elemente  mit  den  Anfangsgliedern  ihrer  Differenzenreihen  ergiebt 

wegen 

jp^i  .  ^+a  —  ...  —  ^M-i  =  0 

dasselbe. 

Nach  dem  Ja cobi 'sehen  Satze  (Determ.,  5):  ,,Wenn  ein  System 
in  h  Zeichen  mehr  als  n  — A;  Colonnen  nnll  hat,  so  ist  seine  Deter- 
minante nnll",  wird  die  transformirte  Determinante  aber  verschwia- 
des,  wenn 

n  — p  —  1  >  n  -  Ä 

oder 

P<h-1 

ist,  womit  obiger  Satz  bewiesen  erscheint. 

5.  Abstrahirt  man  von  der  arsprttnglichen  Bedeutang  der  Orösse 
r  als  Wiederholungsexponent  und  ersetzt  sie  durch  die  jeder  Werte 
fthigen  Veränderlichen  a;,  so  stellt 

. .  •+(-i)--<L,)(-+«)^+(-i)'^(:)«'^[:] 

eine  holomorphe-iFanction  von  x  dar,  von  welcher  bekannt 
ist,  dass  die  Werte  «  —  1,  «  —  2,  .   .   .,  «  —  n-1  Wnjrzeln  der- 
selben sind.    Yen  der  Beschaffenheit  etwaiger  anderer  reell^f  Wur- 
zeln lässt  sich  nur  ho  viel  behaupten,  dass  dieselben   nicht    voa 
der  Form 

P 

sind,  wo  |>,  q  endlich  und  teilerfremd  sind.    Hieraus  folgt  aber, 
dass 
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a(  0,    r(>  1)  Teiler  von  n 


r 


0,    n  and  r  teilerfremd 


Dem  Wilson'schen  Satze  zafolge  ist  (p— 1)!-|-1   nur  dann  darch 
f  teilbar,  wenn  p  eine  Primzahl  ist,  mithin  ist 


V  ^    N 


0,    p  Primzahl  >r 


\ 

p  zusammengesetzt! 


(12) 


denn  [(p  — 1)!  +l]:i>  ist  für  alle  p  >  2  kleiner  als  (p  — 1)!. 

6.  Mit  Hilfe  der  Identität  (9)  kann  noch  eine  mannigfaltige 
Beihe  von  Discontinnitätsfactoren  construirt  werden ,  anter  welchen 
die  nachfolgenden  die  bemerkenswertesten  sein  dttrften. 


a) 


[:]  tl 


0, 


> 

n     ^   r 


ör^r  (rJ;*,     n  ^^  r 


.   .   .  (13) 


wo  der  Accent  andeuten  soll,  dass  den  Ausdrücken 


[:]»-l:] 


ver- 


schiedene arithmetische  Reihen  zu  Grunde  liegen,  und  ar,  hr  die 
CoeMcienten  der  höchsten  Potenzen  der  diese  Reihen  erzeugenden 
ganzen  Function  g{x)  sind  (m  »  1). 


b) 


n 
r 


8 


0,     r  ^n    oder     n  <  * 
0,    r  "^  n     und     n  >  # 


(14) 


c) 


0,     Ä  -  l  <  r  <  a 


'  ^  0,    r  <  6  —  1     und    r">a 


-<    ![;JI 


[:]' 


0, 

1, 


r  ^  n 
r  ^  n 


(arrl) 


brr\ 


r  »^  n 


.   .   .  (15) 


.   .   .(16) 
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e) 


b' 

+ 

a 
.2*. 

'2b- 
a 

■  ■  ■  + 


a 


Ja-i)b 


(a-\)b- 
a 


0, 


6  in  a  nicht  enthalten 


aaba(a\)*    a  ein  Vielfaches  von  b 
wo  or,  br  wieder  obige  Bedentnng  haben. 

t) 


(17) 


\P\ 


.    (18) 


„grösstes  Ganze" 


g) 


g 

2 


(H. 


A=l,2,...     ai()^)b).a)(k\)-^\k) 


// 


„Summe  der  «ten  Potenzen  der  Teiler  von  »" 

.   .    .  (19) 
s  beliebig  reell  oder  imaginär. 

für  «>=  1:  Anzahl  der  Teiler  von  z 

h)    Sei  a;.(^)  <  bx^^)  «  1.  A  «  i,  2,  3,  .    .    . 

dann  ist  die  Summe  der  «ten  Potenzen  allerTeiler  vou  2, 
welche  Ä;  nicht  übertrefft'u, 


1 

k' 

PI 

A! 

l_ 

k  ^ 

iA..Ml\[iM    " '''' 


i)    Sind  n,  p  und  q  ganze  Zahlen,  so  ist 

0,  wenn  n  in  p  und  q  enthalten  ist  .    (21) 
wenn  n  nur  in  einer  der  beiden  oder  in 
(  keiner  enthalten  ist, 


_     t     [p]  («i   1  . 


folglich,  wenn  p  <,q 


0,  wenn  p  und  q  teilerfremd 

.    .    .  (22) 

1,  wenn  p  und  q  ein  von  1  ver 
schiedenes  gemeinschaftliches 
Mass  besitzen 
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k)    Anzahl  der  zu  q  relativen  Primzahlen 
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9-1  i  p 

e]\^  n 

p=2  »  n=2 


..'       (pl)»  (q\Al  \    \h\\       •    ■    ■    -^^^^ 


l)'n    n    Fl ^- (MUn^fO,«  Primzahl 

A=2  ft=2  l       (V.y  (?!)*(  fi )   l  fA  i  J       ( l,g zusammengesetzt 


.   .    .(24) 


m)     2:  j  1-   //    n   fi- ,,.,/^  ,A  ^\  l''\]\ v'+i 

v=2    \  A=2      fi=2      L  UO*  (v!)*  (  ft  I     I  /It  j  J) 

.    .    .  (25) 
=  Summe   der  *ten   Potenzen   aller     Primzahlen        z: 


«  =  0:  Anzahl  der  Primzahlen 


< 


Barmen  im  Juni  1^97. 
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XVII. 

Potenzschliesser. 

Von 

Dr.  Alfred  Hauke  in  Wien. 


Jede  positiv-ganze  Wurzel  'm»r  ^®^  Gleichung 

da)  «r«  —  ksr  +  e^ 

in  welcher  s  —  1,  m  —  1  und  r  positiv-ganz  gegeben  sind,  heisse  r 
ziffriger  Schliesser  mter  Potenz  oder  auch  mter  Potenzschliesser  in 
s.  Bei  Zugrundelegung  des  Basissystems  s  bilden  nämlich  die  Schiass- 
ziffern von  «r*^  die  r  ziffrige  Zahl  isr  oder  schliesstir  die  mte  Potenz. 

Die  trivialen  Lösungen   ^z^  =  0  und  ^z  =  beliebig  sind  ausge- 
schlossen,   (la)  ist  also  identisch  mit  der  Gleichung 

(Ib)  »r(«r-l)('r"-2  +  a^m-8+.     .    .  -|- 1)  =  Ä;«'' 

Aus  (1)  folgt  unmittelbar 

[n  positiv-ganz]  d.h.  mte  Potenzschliesser  sind  auch  [(m— l)n-|-l] te 
in  s.  Z.  B.  schliessen  2te  Potenzschliesser  jede,  3te  jede  ungerade 
Potenz  in  s. 

Die  Substitution  in  (1)  ergibt  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

(3)  m»r  =  i^^-^  +  m»r-^ 

[g  und  r  —  p  Zifferanzahlen]  d.  h.  Zahlen,  welche  aus  «#  durch  Weg- 
lassen einer  beliebigen  Anzatil  Ziffern  von  links  an  entstehen,  8cblie$9ea 
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mit  diesem  dieselben  Potenzen.  Da  fj  nicht  mehr  Werte  annehmen 
kann,  so  hat  man  die  einem  Qz  entsprechenden  * *f  nur  unter  s 
Werten  zu  suchen. 


Im  folgenden  sind  die  sx  in 

Ä  — —   Sj^   •  8^  •     •     •  ^H 

als  zu  einander  teilerfremd  und  in    n  als  positiv- ganz,  za  kx 

teilerfremd  und  als  Factor  von  sx  vorausgesetzt 

Die  Wurzeln  von 

2(1)     Zr(zr—1)  «  k^     sind     2»r  «  k^  8/  -f-  1 

Wie  sich  apagogisch  leicht  zeigen  lässt,  existiren  ausser  den  selbst- 
verständHchen  «»j  —  0  und  1  nur  2  Wurzeln  8^zr  und  ^»/  die  in 
der  Beziehung 

Si(z)    «j  «r  +  «2'  «»•-***'  + 1  ,  stehen. 
Für  das  dekadische  System  ««2.5  sind  die 

0 

.  .  .92256259918212890625 
.  .  .  07743740081787109376 


Die  Wurzeln  von 

s(l)«r  («r  —  1)  («r  + 1)  «»  *«•*    siud  uebst  den  Vr 


•t^  —  1 

h V+  1  =  *^ V  —  1    ungerade:    (22«r  —  l)r,    d.   h.    die 
****         '  Klammergrösse   ohne    eventuell    r  + 1  te    Ziffer 

gerade  existiren  nur  für  ungerade  «. 

f&r  gerade  <i  kommen  hinzu  noch  die  ungeraden 
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V 


V 


^iV  =  *i»  Y  i  ^  ^  ^ÄraSs^-q:  1 


£s  sind  demnach  sämtliche 


welche  aus  den  entspre- 
chenden «z'  durch  Addi- 
tion    resp.     Subtraction 

Ton  -o  entstehen,    wobei 

natürlich  bloss  eine  Ope- 
rationen durchführbar  ist 


5  zur  höchsten  Stelle  ad- 
dirt  resp.  subtrahirt,  lie- 
fert die  **52r 


.  .  OOOOOOOOOOOOCOOOOOOl 

.  .  99999999999999999999 

.  .  92256259918212890625 

.  .07743740081787109375 

*V  -  /  .  .  .  84512519836425781249 

.  .15487480163574218751 

.  .07743740081787109376 

.  .  92256259918212890624 

0 

Die  allgemeine  Beziehung  zwischen  je  zwei  V** 

wird  durch  diese  Anordnung  illustrirt. 

4(l)Är(«r  — 1)  («r* +  «»  +  !)  =  Ä?«»*  liefert  nebst  den  Vr 

^    ^  I  wobei  symbolisch   ^ 


«0  -=  «  und  A;a#a  ungerade  ist,  und 


u 


zr  von  der  Form  8n+l  von  denen 


hervorgehoben  sei.    Die  übrigen  enthalten  statt  sx^  unter  demi  Wnr* 
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zel  zeichen  3«a**  resp.  —  und  könnten  [rM]  resp.  [rW]  bezeichnet 
werden. 

Da  7  kein  Qaadrat  schliesst,  sind  alle 

VOD 

5(»)«r(«r  —  1)  («r  +  1)  («^+1)  =  ^S^ 

sei  nar  erwähnt,  dass  jede  einziffrige  Zahl   Vi  i^^* 


Mit  wachsendem  m  nimmt  der  grösstmögliche  gemeinsame  Teiler 
p  <=,  m  -1  des  2.  und  3.  Factors  von  (U),  der  Grad  des  3.  und  im 
allgemeinen  die  Anzahl  von  dessen  Teilfactoren  zu,  wodurch  Com- 
plicationen  eintreten. 

Anderseits  schwindet  mit  der  Anschaulichkeit  wol  auch  jedes 
allgemeinere  Interesse  für  höhere  Potenzschliesser. 
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XIX. 


Ueber  hyperboloidische  Gerade,  die  sich  aus 
einem  Tetraeder   und   einer  Fläche  2.  Ordnung 

ableiten  lassen. 

Von 

Dr.  Karl  Doehlemann 

in  München. 


1)  Irgend  vier  Gerade  a,  5,  c,  W,  welcLe  der  Reihe  nach  darch 
die  Ecken  A^  B,  C,  D  des  Fandamental-Tetraeders  gehen,  seien 
gegeben  darch  die  Gleichangen: 


(1) 


X 

arj 

^^   ^ 

«11 

«1 

«ai 

X 

«1 

«2 

«81 

«8f 

«1 

«« 

«41 

«4f 

«8 

■  

X 

«18 

«14 

«8 

«4 

«88 

«84 

X 

«4 
«84 

«"8 
«48 

X 

Dann  gehören  diese  der  gleichen  Regelschaar  eines  Hyperboloids 
an  oder  haben  ,,byperboloidische  Lage'%  wenn,  wie  ^e^ae8  (Grelle 
Bd.  56)  gezeigt  hat, 

(•2)  aik  -  aki    (»,  ife  -  1,  2,  3,  4) 
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Schneiden  sich  zwei  von  vier  solchen  Geraden  z.  B.  a  und  b, 
80  rnnss  die  Ebene  dnrch  a  and  durch  die  Tetraederkante  Aß  iden- 
tisch sein  mit  der  £bene  durch  b  und  die  gleiche  Kante.  Dies 
liefert  sofort  die  Bedingung 

(3)  0^4  agg  —  «24  ^1«  ""  ö 

Das  Verschwinden  dieser  Determinante  ist  aber  gleichzeitig  die 
Bedingung  dafür,  dass  sich  auch  die  Geraden  c  und  d  begegnen. 

Wenn  also  von  vier  hyperboloidischen  Geraden  irgend  zwei  sich 
begegnen ,  so  tun  dies  auch  die  beiden  anderen  Geraden.  Schnei- 
den sich  überdies  noch  a  und  c,  ist  also  auch 

(4)  «12  «34  —  «81  «14   "=  Ö 

so  folgt  aus  (3)  und  (4)  sofort 

(5)  «24  Oja  —  ai2  «84  =  0 

Diess  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  sich  b  und  c  (oder  a  und  d) 
schneiden.  Wenn  also  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  erfüllt  sind,  so 
schneiden  sich  die  4  hyperboloidischen  Geraden  in  einem  Punkte.  — 

Sind  endlich  vier  Gerade  in  den  Coordinaten-Ebenen  der  Reihe 
nach  gegeben  durch: 


(6) 


«1 

-0, 

X 

hi 

*2 

--0, 

x+^ 

^3 

-0, 

^31 

+ 

+  x 

»4 

^4 

=  0, 

a:, 
hl 

+ 

X 

0 


«  0 


-  0 

so  liegen  diese,  wieder  nach  Hermes  (1.  c),  hyperboloidisch,  wenn 

(7)  b,k  =  bH,    (»,  ^  =-  1,  2,  2,  4) 

Es  soll  nun  folgender  Satz  bewiesen  werden: 

„Gegeben  sind  ein  Tetraeder  ABCD  und  eine  Fläche  2.  Glasse 
f.  Greift  man  eine  Tetraederfläche  z.  B.  ABC  heraus  und  legt 
durch  jede  ihrer  Kanten  je  eine  Ebene,  welche  mit  den  durch  die  Kanten 
an  die  Fläche  gehenden  Tangentialebenen  und  mit  der  Tetraederfläche 
ein  bestimmtes,  übrigens  ganz  beliebiges  Doppel verhältniss  bilden, 
80  schneiden  sich  diese  drei  Ebenen  in  einem  Punkte  D'.  Auf 
gleiche  Weise  findet  man  uater  Beibehaltung  des   für  das  Doppel- 

irtli.  d.  Math.  n.  Phya.    2.  Beihe,  T.  XVII.  1 1 
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verhältniss  gewählten  Wertes  die  Pankte  A*^  B\  C\     Dann  haben 
die  Yerhindungslinien  AA\  BB\  CC\  DD*  hyperboloidische  Lage.'^ 

Der  dnal  entsprechende  Satz  für  die  Fläche  2.  Ordg.  ist  leicht 
zn  formnliren.  Ans  diesen  beiden  Sätzen  werden  sich  geometrische 
Deutungen  ergeben  für  hyperboloidische  Quadrupel,  die  allgemeiQ 
durch  die  Gleichungen  (1;  oder  (6)  gegeben  sind.  Ferner  wird 
der  bekannte  Steiner'sche  Satz,  dass  die  Höhen  eines  Tetraeders 
hyperboloidische  Lage  haben  (Grelle  Bd.  2),  als  ein  ganz  specieller 
Fall  des  ersten  Satzes  erscheinen. 

2)  Ist  die  Fläche  2.  Classe  gegeben  durch 

/•«  Eaik UiUk  «  0     (»,  ifc  «  1,  2,  3,  4) 

und  wird  das  gegebene  Tetraeder  als  Fundamentaltetraeder  gewählt, 
so  ist  z.  B.  für  die  Tangentialebenen  durch  die  Kante  AB 


H       — a34±  ^ 


84 


«*4  «83 

wobei  

Bezeichnen  wir  den  dem  positiven  Vorzeichen   entsprechenden 
Wert  mit  A|,  den  andern  Wert  mit   Af.    Dann  ist  eine  Ebene 

zu  bestimmen,  so  dass  sie  mit  den  Ebenen 

«4  +  h«^  •"  0 

«4  -f-  ^2*3  =  0 
0^4  —   0 

das  beliebige  Doppelverbältniss  o  bildet    Es  ergibt  sich  leicht 

«44  («  —  i) 

'*'^«a4(«-l)+V(«  +  l) 
Für  die  Ebenen 

054  — « fii  X,  —0    und    aj4  —  [i^x^  —  0 
durch  BC  und  CA  erhält  man  ebenso : 

q44(tt-~l)      
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Der  Punkt  D*  als   Schnittpunkt  dieser  drei  Ebenen    hat  dann    die 
Goordinaten 

Für  die  Verbindungslinien  AA'y   BB\   CC\  DD'  erhalten  wir  also 
die  Gleichungen: 

w  ^2  ajft 


«12(«-1)+^12(«+1)  «13(«-    1)+^13(«+1) 

?4 

«U(«~l)+A4(«+1) 

«2l(«-l)+^2l(«+l)  ^  '^  «^(«-l)+^23(«+l) 

^4 


(gj  «24(«-l)+^24(«+l) 

?! ==     ?2 

«3l(«-l)+^3l(«+l)  «32(«-l)+^32(«+l)  ^ 

«4 


«34(«-l)+^4(«+l) 


a;,  x^ 


«4l(ß--l)+^4l(«+l)  «42("-l)+^42(«+l) 

X 


x.^ 


«43(«-l)+A3(«H-l) 

Da  die  Bedingung  (2)  sichtlich  erfüllt  ist,  so  sind   dies  in  der  Tat 
vier  hyperboloidische  Gerade. 

Lässt  man  «  variiren ,  so  rücken  die  Punkte  A\  B\  C\  D'  je 
auf  bestimmten  Geraden  fort.  Auf  diesen  liegen  auch  die  Schnitt- 
punkte von  je  drei  einander  zugewiesenen  Tangentialebenen.  Die 
drei  Ebenenbüschel,  welche  für  jede  Tetraederfläche  construirt  wer- 
den, sind  perspectiv  zu  diesen  Geraden. 

3)  Bei  dieser  Ableitung  wurden  stillschweigend  immer  diejenigen 
Tangentialebenen  in  den  Doppelverhältnissen  einander   zugewiesen, 
welche  den  gleichen  Vorzeichen  der  Grössen  Aik  entsprechen.     Das 
ist  aber  nicht  notwendig.    Wir  müssen  also  noch  die   andern  Zu 
Ordnungen  untersuchen,  für  welche  der  Satz  seine  Giltigkeit  behält. 

Man  kann  z.  B.  von  den  zwei  durch  BC  gehenden  Tangential- 
ebentn  diedem  negativen  Quadratwurzel-Vorzeichen  entsprechenden 

11» 
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den   Ebenen  durch  AB  and   CA   zuweisen,   die  zn    dem  positiven 
Vorzeichen  gehören.    Die  Ebene  wird  dann 

wobei  aber  jetzt 

In  den  drei  ersten  Coordinaten  des  Punktes  D'  von  2)  ändert 
ßich  folglich  blos  das  Vorzeichen  von  A^^.  Um  aber  jetzt  wieder 
ein  symmetrisches  System  von  Goefiicienten  zu  erhalten  gemäss  der 
Bedingung  (2),  muss  in  den  Gleichungen  (8)  auch  in  der  ersten  Zeile 
der  Goef&cient  A^^  mit  negativem  Vorzeichen  auftreten.  Man|  bat 
also  auch  hier  eine  entsprechende  Aenderung  in  der  Zuweisung  vorzu 
nehmen.  Am  übersichtlichsten  erkennt  man  die  sämtlichen  Mög« 
lichkeiten,  wenn  man  sich  die  Vorzeichen  der  ^«k  in  einem  Deter- 
minanten-Schema anschreibt: 

-  +  - 

-  -  + 
+    -  + 

-  +  + 

Dann  können  in  dem  herausgegriffenen  Falle  in  der  ersten  Zeile 
noch  zwei  Vorzeichen,  in  der  zweiten  Zeile  noch  ein  Vorzeichen 
beliebig  gewählt  werden.  Es  ist  dann  auch  zu  berücksichtigen,  dass 
zwei  Schemata,  die  sämtliche  Vorzeichen  entgegengesetzt  enthalten, 
die  gleiche  geometrische  Anordnung  liefern.  Eine  leichte  Abzahlung 
ergibt  dann,  dass  man  64  Zuordnungen  erhält.  Man  kann  also  64 
Quadrupel  hyperboloidischer  Geraden  angeben. 

4)  Setzt  man  a  »  —  1 ,  construirt  man  also  immer  die  vierten 
harmonischen  Ebenen  zur  betreffenden  Tetraederfiäche  bezüglich  der 
Tangentialebenen,  so  gehen  die  Gleichungen  (8)  über  in  die  Glei- 
chungen (1).  Die  Punkte  A\  B\  C\  D'  werden  die  Pole  der  Te- 
traederebenen in  Bezug  auf  die  Fläche  f  und  es  folgt  also  *) : 


*)  Herr  Professor  R.  Mehmke  bat  mich  in  dankenswerter  Weise  anf  seine 
KotM  (Aiinalen  ISS.'i)  aufmerksam  gemacht:  „Bemerkung  über  die  Subdeter- 
minaoten  symmetrischer  Systeme".  Der  folgende  Satz  findet  sich  schon  bei 
Ghasles,  Aper9n.  histor.     Note  XXXII. 
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„CoDstrairt  man  zu  den  Ebenen  eines  Tetraeders  in  Bezug 
auf  eine  Fläche  ?.  Glasse  die  Pole  und  verbindet  sie  mit 
den  gegenüber  liegenden  Ecken  des  Tetraeders,  so  liegen 
diese  vier  Geraden  hyperboloidiscb." 

Damit  ist  aber  ferner  eine  einfache,  geometrische  Deutung  von 
vier  Iiyperboloidischen  Geraden  gewonnen,  die  ganz  allgemein  durch 
die  Gleichungen  (l)  gegeben  sind.  Da  die  Coefficienten  a^^,  a^^ 
%>  ^44  S^i*  nicht  vorkommeo,  so  können  sie  in  der  Fläche  2.  Glasse 
beliebig  angenommen  worden .  Es  gibt  also  noch  oo^  solche  Flächen, 
in  Bezug  auf  welche  die  gegebenen  Geraden  die  in  dem  letzten  Satze 
angeführte  geometrische  Eigenschaft  zeigen. 

5)  Hält  man  irgend  eine  Zuordnung  der  Ai,k  fest,  z.  B.  die 
durch  die  Gleichungen  (8)  gegebene  und  lässt  a  variiren,  so  rücken 
die  Punkte  A',  B\  C\  D'  auf  den  Geraden  a,  h\  c',  d'  fort  In 
Bezug  auf  die  Anordung  der  Geraden  AA\  BB\  CC\  DD*  sind 
dann  folgende  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Im  allgemeinen  werden  die  Geraden  a',  h\  c\  d*  nicht 
durch  die  Punkte  A,  B,  C\  D  bzhw.  hindurch  gehen.  Die  Strahlen 
AA\  BB\  CC\  DD'  beschreiben  dann  Strahlenbüschel  in  den  Ebenen 
{Aa%  (Bh%  {Cc')  und  {Dd*), 

b)  In  einem  specielien  Falle  können  die  Geraden  a\  h'^  c\  d* 
der  Reihe  nach  durch  A^  B^  C^  D  hin  durchgehen.  Dann  fallen  für 
jeden  Wert  von  «  die  vier  Geraden  AA\  BB\  CC\  DD*  mit  diesen 
vier  Geraden  a\  h%  c',  d'  selbst  zusammen. 

Fassen  wir  zunächst  den  ersten  Fall  ins  Auge.  Irgend  einem 
Werte  cc  entspricht  ein  hyperboloidisches  Quadrupel  AA\  BB\  CC, 
DD'. 

Betrachtet  man  die  sämtlichen  Erzeugenden,  die  zur  gleichen 
Regelschaar  wie  das  Quadrupel  gehören,  so  erhält  man  für  ein 
variables  a  ao^  Gerade,  also  eine  Strahlencongruenz. 

Ohne  hier  auf  eine  ausführliche  Untersuchung  derselben  bereits 
einzugehen,  mögen  nur  Ordnung  und  Glasse  derselben  durch  folgende 
Ueberlegungen  ermittelt  werden. 

Hat  man  drei  windschiefe  Gerade  mit  den  Goordinatea  piu^  pik\ 
Pik'\  so  lässt  sich  das  durch  sie  bestimmte  Hyperboloid  in  folgender, 
von  Professor  G.  Bauer  dahicr  in  seinen  Vorlesungen  benutzten, 
Form  schreiben: 
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Pl  2'^2+Pl3'^S+Pl4  ^4     P2I  '«^g+Pss'^^S+Ps«'«^*  Psi  ^1-^92  ^i+Pii^A 

/>n"^2+l>13"a*8+Pl4"«4    P2l'Xl+P23"+P2i'^i    P3l"Xl+P32"x2+P$i'^A 
—   0 

Nehmen  wir  als  solche  Gerade  die  3  ersten  der  durch  die  Gleichun- 
gen (1)  gegebenen  Geraden,  so  erhält  man  für  die  p  folgende  Ver 
hältnisszahlen: 


Pl2  «0      i?23  =  «13^14 

2?2l'  «  0       ^,3     —  023^24 

PlS  ^^     P2*^-'  «J3* 

^»23     —  Ö     Pl*    '='        «23* 

p,^«0      ;?34  —  «12  013       ;'24'*=*0      |?34'  =  «2I«23 

Psi'  =  0  Pu'  =  Ö3l«34 
f>32"  ="  0  Pu"  =  —«32* 
P14"  =  0     |?24"  ^  «31«32 

Die   Gleichung  des   Hyperboloids    wird  dann   nach    Unterdrückang 
eines  unwesentlichen  Factors: 

«34(«13«24-"«l4«23)*l*2+«24(«14«23"-«12«34)^l«^3 
+«23(«12«34—«1 3«24 Vi «^4+«! 2' «18«24  *'  «1 4«23)^3^4 
+«13(«l  4«23~"«l2«84y2^4+«14(«l2«34— «I3«24V2^  •*=  ^ 

Die  Klammerausdrücke  sind  die  Determinanten  (8),   (4),  (5),  deren' 
Verschwinden  nach  (1)  zur  Folge  hatte,  dass  die  vier  hyperboloidischen 
Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden.    Setzt  man  jetzt  in  dieser 
Gleichung  statt  der  aik  die  Grösse 

so  erhält  man  Coefficienten,  die  in  et  den  3.  Grad  erreichen.  Durch 
einen  beliebigen  Raumpunkt  gehen  also  3  solche  Hyperboloide,  die 
Strahlen congruenz  ist  von  der  dritten  Ordnung.  Es  folgt  dann  auch 
unmittelbar  ,  dass  sie  von  der  sechsten  Classe,  also  in  einer  belie- 
bigen Ebene  6  Strahlen  enthält.  Die  Punkte  A,  B,  C,  D  sind  sin- 
gulare Punkte  1.  Classe.  Durch  sie  gehen  je  unendlich  viele  Strah- 
len, die',  in  einer  Ebene  gelegen,  einen  Büschel  bilden. 

6)  Den  zweiten  der  erwähnten  Fälle  können  wir  realisiren, 
wenn  wir  der  Fläche  eine  besondere  Lage  dem  Coordinaten-Tetra- 
eder  gegenüber  anweisen.  Soll  nämlich  z.  B.  die  Gerade  d*  durch  D 
gehen,  also  der  Punkt 
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a'i  —  0,     «2  =^  ö,     iTj  «  0 
auf  ihr  liegen,  so  ergeben  sich  dafür  die  Bedingaagen: 


^12    *24 
C,2    «24 


0 


*24   *34 
«24    ^s* 


0 


«»84   ^14 
^84    <?14 


0 


Für  a',  b',  &  erhält  man  analog  je  eine  Gruppe  von  Gleichan- 
gen.  Geht  man  auf  die  Aih  und  aa  zurück,  so  liefern  die  obigen 
Gleichungen 


«14         «24 
^j  4      -^24 


0 


«24 
-^24 


a 


34 
^4 


=   0 


«34       «14 
•Aha      A 


0 


'34 


14 


Diese  drei  Gleichungen  geben  die  erste  Zeile  von  folgenden  12 
Relationen: 


a 


14    «22 


(9) 


«24^ «1  i  =»  0      024* «33  —  «34^ «22  =  ^      a^^ <l\l     "  «14*  «33  =*  0 
«Jl^  «22  — «21^  «33=0      045*033  -a31*«44=0      a2i*«44  ^  «41*  «22  =0 

«32*«11  — «12'^«3S  ^O      «42*«33  —  «32^«44"*Ö      Oi2^«44 -~«42*«11  ""^ 
«23*«11  —  «13*«22==0      043*023— «23*  «44=^0      «13*«44— «4»*«11  ==ö 

Schreibt  man  diese  Gleichungen  in  folgender  Form: 


«22 


«2» 


a 


2 


o 


11 


«12' 


J3_ 
'23^ 


«14^ 


«22  «24 


2 


«21 


«33  «32 


O 


O 


11 


'13 


«44  «42' 


34 


?18 


I 

«33 

■^  ^34'   ' 

^«S,* 

«22 

«21* 

<»»8* 

«44 

»41 ' 

«43* 

«33 

«3»* 

«31 ' 

>44 


O 


42 


«41* 


80  erkennt  man,  dass  aus  der  Gruppe  links  die  Gruppe   rechts  von 
selbst  folgt.    Die  Gleichungen  zählen  also  für  6  Bedingungen. 

Diese  Bedingungen  sind  z   B.  erfüllt,  wenn  wir  annehmen,  dass 

« 

«12  "^  «13  "^  «14  "^  «23  *"  «24  °^  «34  "■  ^ 


Dann  wird 


ill2  ■"  V — «11«22>      -^13  "■    r  — «li«33      ®*C. 


Die  Fläche  2.  Glasse  hat  dann  das  Coordinaten-Tetraeder  zum 
Polar-Tetraeder.    Die  Gleichungen  8)  gehen  über  in 


X 


'2 


OTq 


Xa 


(10) 


y — Otja22  V— «ll«33  y— «11«44 


i»i 


y-^«22«ii 


X 


«4 


V  ~  «22«33  V—  «22«44 
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«1  '2     _  V.  ^A 


V— Ö33Ön  V  — 033««2  ^—033044 

^1         _.  ^2  _  arg 

V~a4.öll  V— «44Ö22  V— «44088 

Das  sind  die  LiDien  a\  b\  c\  d!  und  man  erkennt,  dass  hier 
überdies  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  erfüllt  sind:  so  schneiden 
sich  folglich  diese  4  Linien  in  einem  Pankte. 

Bestimmt  man  allgemein  eine  Fläche  2.  Classe,  welche  den  Be- 
dingungen (9)  genügt,  so  besteht  zwischen  dem  Tetraeder  und  der 
Fläche  folgende  invariante  Beziehung:  „Die  in  jeder  Kante  des 
„Tetraeders  sich  schneidenden  Tetraederfiächen  und  die  durch  dio 
„gleiche  Kante  gehenden  Tangentialebenen  bilden  für  alle  6  Kanten 
„das  gleiche  Doppelverhältniss/' 

Wird  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  speciell  —  —  1,  so  geht 
ein  solches  Tetraeder  in  ein  Polartetraeder  über.  Wie  man  umge- 
kehrt je  einer  gegebenen  Fläche  ein  solches  Tetraeder  von  gegebenem 
Doppelverhältniss  construirt,  soll  nicht   weiter  ausgeführt  werden. 

Die  Gleichungen  der  Linien  a\  1%  e',  d*  werden  in  diesem  Falle : 

«2         %         ^4 


X 


*12  *13  ^14 


?i.  X  ==•  —  =-  - 

*21  ^23  ^2» 

^L  —        ?L         X      «  ^— 
^81  *32  *34 

hl  ^42  ^43 

Da  dieselben  von  dem  Werte  a  unabhängig  sein  müssen,  so 
können  wir  sie  auch  aus  der  ursprünglichen  Form  (8)  erhalten, 
wenn  wir  z.  B.  a  =  —  1  setzen  ,  dann  werden  aber  die  Gleichungen 
(8): 

»  ^- 

-^14 

=  -^- 
-^34 

Ul  -^42  -^42 


X 

^2 
^12 

_  ^3 
-^13 

^1 

-^21 

X 

^3 
^31 

^1 
-^31 

^2 
^32 

X 

»"1 

X2 

^3 
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Rechnet  maa  für  diese  Form  die  Bedingungen  (3)  nach  (4)  aas, 
80  zeigt  sich,  dass  die  Gleichungen  (9)  genügen,  um  sie  zu  erfüllen. 
Es  schneiden  sich  also  die  vier  Geraden  a',  b\  c\  d!  in  einem 
Paukte. 

7)  Für  die  Ebene  gelten  zwei  durchaus  analoge  Sätze.  Der  erste 
lantet : 

„Gegeben  ist  eine  Curve  2.  Classe  und  ein  Dreieck  ABC,  Zieht 
„man  durch  B  und  C  je  Linien,  welche  mit  den  durch  diese 
„Punkte  an  die  Curve  gehenden  Tangenten  und  mit  der 
Dreiecks-Seite  BC  ein  beliebiges  Doppelverhältuiss  «  bil- 
„den,  so  schneiden  sich  diese  beiden  Linien  in  einem  Punkte 
„il'.  Ebenso  erhält  man  einen  Punkt  B*  unter  Beibehal- 
„tung  des  gleichen  Wertes  «  Für  die  dritte  Dreiecksseite 
„ist  dann  eine  Zuordnung  festgelegt ,  vermöge  der  sich 
„ebenso  ein  Punkt  C!  bestimmt.  Dann  gehen  die  drei 
„Verbindungslinien  AA'^  BB',  CC*  durch  einen  Punkt  -Y*'. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  ganz  der  gleiche.  Die  3  Verbin- 
dungslinien werden: 

X  k3(«-l)+^i3(«+l)]  -  r«i2(«-l) 

+J,2(a-f  1)>3  «  0 

l«J8(«-l)+^28(«+l)[^i  X  —[a2i(«~l) 

+^2t(«+l)>3  -  0 

Hier  können  auch  wieder  bei  den  Aik  negative  Vorzeichen  genommen 
werden.  Man  erhält  im  ganzen  8  Zuordnungen,  also  acht  Punkte 
-^ij  Xi<i  -Xjj,  X^. 

Lässt  man  «  variiren,  so  rücken  die  Punkte  A',  B\  C  je  auf 
Geraden  fort,  zu  denen  die  Büschel  A^  B.  C  je  perspectiv  liegen. 
Auf  diesen  Geraden  schneiden  sich  auch  die  einander  zugeordneten 
Tangenten  und  diese  Geraden  gehen  je  zu  dreien  durch  die  Punkte 
F„  Fj,  Fg,  F4.    Man  erhält  den  Satz : 

„Legt  man  von  drei  Punkten  A^  B^  C  an  einen  Kegel - 
„schnitt  die  Tangenten,  so  bestimmen  je  zwei  solche  Tan- 
„gentenpaare  zwei  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte. 
„Die  dadurch  entstehenden  6  Geraden  sind  die  Seiten  eines 
„vollständigen  Viereckes,  d.  h.  sie  gehen  zu  je  dreien  durch 
„4  Punkte  F„  F„  F3,  F4/' 


170 


Doehlemann:   Ueber  hyperboloidische  Gerade, 


Wählt  man  speciell  a  -»  —  1,  so  ergibt  sich  der  bekannte  Satz: 

„Construirt  man  zu  den  Seiten  eines  Dreiecks  in  Bezug  auf 
„einen  Kegelschnitt  die  Pole  und  verbindet  sie  mit  den 
„Gegenecken,  so  gehen  diese  drei  Verbindungslinien  durch 
„einen  Punkt  -X^)." 

Lässt  man  a  variiren,  so  beschreibt  der  Punkt  X  einen  Kegel- 
schnitt, der  ans  A^  B  und  C  durch  projective  Büschel  erzeugt  werden 
kann.  Diese  vier  Kegelschnitte  gehen  durch  A^  i?,  C,  ferner  durch  X^. 

8)  Auch  hier  ist  Frieder  der  specielle  Fall  zu  erwähnen,  dass 
die  Geraden  a',  b\  c  bzhw.  durch  -4,  7^,  C  gehen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  fallen  die  drei  Linien  AA\  BB\  CC  stets  mit  a', 
b',  c'  zusammen. 


Die  Bedingungen  dafür  werden  ähnlich  wie  oben: 


«11 


»12 
ll3 


=  0 


«21 

A 


a 


21 


83 
^23 


=   0 


«Sl 
-^31 


«32 
-^32 


0 


oder  ausgerechnet 

(11)      «13%2— «12*«33  '^  ö      «32^«11— «12^«38 

Man  kann  sie  auch  schreiben 


0      a28*«ll"~«18*«22'^Ö 


«22 


a 


13 


2 


a 


11 


«23^'     a 


33 


«12  ^22 

«32  «33 


a 


a 


11 
s 

18 


2 


Aus  zweien  dieser  Gleichungen   folgt  die  dritte.      Diese  Bedin- 
gungen (II)  werden  z.  B.  erfüllt,  wenn  wir  speciell  annehmen,  dass 


«12 


a 


13 


«14  =0 


Dann  ist  A^^  =  V— «ii«22  etc.  Das  Fundamental-Dreieck  ist  ein 
Polardreieck  für  die  Curve  2.  Classe.  Die  Linien  a',  J',  c'  werden 
dann 


X 


X 


2 


Xt 


V— «11«22  V-.«ll«33 


a'i 


V— «22«11 


X 


y=: 


«22«83 


X 


1 


fl?2 


y  —  «33«!  1  V  ■— «33«22 


X 


Im  allgemeinen   liegt,  wenn  die  Bedingungen   (11)  erfüllt  sind, 
die  Curve  2.  Classe  so  zu  dem  Coordinaten- Dreieck,  dass  die  durch 
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jede  Ecke  gehenden  Dreiecks-Seiten  und  die  durch  die  gleiche  Ecke 
gehenden  Tangenten  an  die  Curve  2.  Classe  für  alle  drei  Ecken  das 
gleiche  Doppelverhältniss  bilden.  Ein  solches  Dreieck  stellt  eine 
Verallgemeinerung  des  Polardreiecks  vor. 

Die  dualen  Sätze  für  die  Curve  2.  Ordnung  sind  leicht  zu  for- 
in nliren. 

9)  Von  dem  Satze  über  das  Tetraeder  und  die  Fläche  2.  Classe 
verdient  eine  metrische  Specialisirung  Erwähnung,  die  sich  ergibt, 
wenn  man  statt  der  Fläche  2.  Classe  den  unendlich  fernen,  imagi- 
nären Kugelkreis  wählt.  Statt  der  gleichen  Doppelverhältnisse  er- 
hält man  dann  einen  und  denselben  Winkel  5,  unter  dem  die  Ebenen 
gegen  die  Tetraederflächen  geneigt  sind.  Ist  also  ABC  ein  Dreieck, 
und  legen  wir  durch  dessen  Seiten  Ebenen,  welche  mit  der  Dreiecks- 
Ebene  den  gleichen  Winkel  ö  bilden  und  zwar  alle  auf  der  gleichen 
Seite  dieser  Ebene,  so  sei  dies  kurz  so  ausgedrückt:  auf  das  Drei 
eck  ABC  ist  eine  Pyramide  von  der  Neigung  d  aufgesetzt.'  Dann 
lautet  der  Satz: 

„Setzt  man  auf  die  Flächen  eines  beliebigen  Tetraeders 
„Pyramiden  von  beliebiger,  aber  gleicher  Neigung  ö  und 
„zwar  alle  nach  aussen  oder  alle  nach  innen,  so  bilden 
„die  Verbindungslinien  der  Spitzen  dieser  Pyramiden  mit 
„den  gegenüber  liegenden  Ecken  des  Tetraeders  vier  hyper- 
„boloidische  Gerade." 

Der  Satz  ist  auch  leicht  direct  zu  beweisen.  Nehmen  wir  die 
homogenen  Coordinaten  arj,  iCg,  arg,  x^  den  senkrechten  Abständen  von 
den  Coordinatenebenen  unmittelbar  proportional,  so  werden  nämlich 
die  Gleichungen  der  eben  genannten  Verbindungslinien,  wie  eine 
einfache  geometrische  Betrachtung  zeigt: 

V,  «2  ^3  ^4 


sin(aj2— ^)        sin(ofj3— d)        sin(a,4~tf) 


xi  a^s  ^^ 


sin(a2i-  ^)  'sin(a23 — d)        sin(cif24  —  6) 

^1  _^  ^2  ^  a^4 

sin(«3i — ö)  ^  sin(or32 — ö)  °^  sinCofg^— d) 


Xi  Xq  X 


2  -^s 


X 


sin(a4i--  d)       sin(a42 — d)       sin(a43 — d) 

Dabei  ist  «ijfc   der  Flächenwinkel,  welchen  die  Tetraederebenen 
xi «»  0  und  xk  ^  0  einschliessen.    Alle  Pyramiden  haben  ihre  Spitzen 
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gegen  das  lanere  des  Tetraeders  gerichtet  Schreibt  man  überall 
-f-d  statt  —  d,  so  sind  die  Pyramiden  nach  aussen  gerichtet  Im 
Innern  des  Fundamental-Tetraeders  sollen  die  vier  Goordinaten  po- 
sitiv sein. 

Lässt  man  d  variiren,  so  rtlcken  die  Spitzen  A\  B\  C\  U  der 
aufgesetzten  Pyramiden  anf  vier  Senkrechten  zu  den  betreffenden 
Tetraederflächen  fort,  welche  diese  in  ^j,  B^^  C3,  D^  treffen  mögen. 
Dann  sind  dies  die  Mittelpunkte  der  den  Dreiecken  BCD^  ACD^ 
ABC  eingeschriebenen  Kreise.  Für  d  =  0  erhält  man  also  auch  in 
AA^^  BB^^  CC^,  DD^  vier  hyperboloidische  Gerade  (Hermes  1.  c). 

Für  d  =«  2  endlich  werden   A\    B\    C\   D\   die  unendlich  fernen 

Punkte  der  Senkrechten,  die  Pyramiden  gehen  in  Prismen  über,  und 
es  ergibt  sich  der  Steiner'sche  Satz  von  den  Höhen  des  Tetraeders, 
der  natürlich  auch  aus  dem  in  4)  am  Anfang  erwähnten  Satze  sich 
folgern  ^lässt 

10)  Ausser  dem  dem  Dreiecke  BCD  eingeschriebenen  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  Ai ,  der  alle  Seiten  innen  berührt,  gibt  es  noch 
drei  Kreise ,  welche  je  zwei  der  Seiten  dieses  Dreiecks  aussen ,  die 
dritte  innen  berühren.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  seien  A^j  J3, 
ii43.  wobei  A2A1  durch  -0,  A^Ai  durch  C,  A4^Ai  durch  D  geht.  In 
analoger  Weise  erhalten  wir  in  den  übrigen  Tetraederflächen  die 
Punkte  B^f  A3,  -0^,  C,,  Cg,  C^,  D^^  D^^  D^.  Dann  kann  an  Stelle 
des  Punktquadrupels  AxB^C^D^  mit  den  in  diesen  Punkten  errich- 
teten Senkrechten  jedes  der  Quadrupel  A^B^C^D^^  A^B^C^D^^ 
A^B^C^Pi  ™^^  den  durch  sie  gehenden  Senkrechten  treten.  Man 
erhält  z.  B.  für  das  erste  Quadrupel  A^  B^  C^  D^  und  für  die  Neigung 
ö  folgende  hyperboloidische  Gerade: 

iC2  fl?3  «4 

sin(a|2+^)       8in(a|8— ^)       sin(ai4 — ö) 
xi  x^        ,  x^ 


sin(a2i-|-d)  8in(cif23— ^)       sin(a24— ^) 

Xi  «2  «4 


sin(a3i—d)       sinCofga— ^)  sin(of34+d) 

a?i ^t ^3 

sin(of4i— d)       sin(a42— 6)  "^       sin(cr43-f-^)   • 

11)  Dem  Satze  über  die  aufgesetzten  Pyramiden  kann  ein  ent- 
sprechend allgemeiner  nicht  gegenüber  gestellt  werden.  Schneidet 
man  nämlich  auf  den  drei  durch  eine  Ecke  eines  Tetraeders  gehen- 
den Kanten  eine  gleiche  Strecke  a  ab  und  verbindet  diese  drei  End- 
pQukte  durch  eine  Ebene,  so  kann  man  diese  Ebene  mit  der  gegen- 
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Aber  liegenden  Tetraederebene  zum  Schnitte  bringen.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  vier  Gerade  in  den  Tetraederebeneu.  Können  diese 
byperboloidisch  liegen? 

Bezeichnen  wir  die  Längen  der  vier  Tetraederhöhen  mit  A|,  ^2 

A3,  ^4,  ferner  die  Länge  der  Tetraederkante  AB  kurz  durch  12  etc., 
80  wird  die  Ebene,  welche  auf  den  durch  die  Ecke  A  gehenden 
Kanten  die  Länge  a  abschneidet,  gegeben  durch 


^l 

arg 

^3 

«4 

(12- a)hi 

oAj 

0 

0 

(l3-a)Äi 

0 

ah^ 

0 

(14~a)Ä, 

0 

0 

ah^ 

0 


Die  Gleichungen  der  vier  Ebenen  werden  demnach 


x^a  ,        (12-a)    ,        (13-a)    ,        (14 -a) 


'I 


'2 


(21— a)  a     ,  (31 -a)   ,  (41  -a)       ^ 

(31-«)   ,  (32-«)  a     ,   ^      ("34-a) 


Ä, 


»"i  • 


(41-a) 


+  ^2  . 


(42—  a) 


+  «•3  • 


(43—  Ä) 


■4 


'*-A. 


Also   sind   die   Schnittgeraden   dieser    Ebenen    mit   den    gegenüber- 
Hegenden  Tetraederflächen  gegeben  durch 


«,  =0 


12— a    ,  (13-a)    ,  (14—«)       ^ 


21-a  ^      ,  (23-«)    ,  (24|-a)  _ 


(31-a)  (32-«) 

X3-O     «^1— )^+^2.      ;^  X+^4      j, 

(41 -a]    ,       .(42  -  g)  ,         (43-a) 
^4=-0     «^.  •  '-X"  + 0.2.-^^+^3.-^ 

Die  Bedingung  (7)  von  1)  geht  hier  über  in 
(12)  Ai  «  Äj  =  Äs  =  A4 


A4 
(34— a) 


0 


X 


0 


L 
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Bezeichnen  wir  mit  /*„  /i,  /i,  /^  die  Flächeninhalte  der  Tetraederflächen, 
so  folgt  aach: 

(13)  /i  =  f^  -fz  =  f4 

Die  genannten  Schnittgeraden  liegen  also  blos  dann  hyperboloidisch, 
wenn  für  das  Tetraeder  die  Bedingung  (12)  oder  (13)  erfüllt  ist. 

12)  Diesem  Satze  über  das  Tetraeder  steht  ein  entsprechender 
Satz  über  das  ebene  Dreieck  gegenüber,  der  aber,  im  Gegensatz 
zu  jenem  für  jedes  Dreieck  gilt.    Er  lautet: 

„Schneidet  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  von  den 
„Ecken  aus  gleiche  Strecken  a  ab  und  zwar  entweder 
„immer  auf  den  Dreiecks-Seiten  oder  auf  ihren  Verlänge- 
„rungen,  und  bringt  die  Verbindungslinie  je  zweier  solchen 
„Punkte  zum  Schnitt  mit  der  dritten  Dreiecks-Seite,  so 
„liegen  diese  drei  Schnittpunkte  auf  einer  Geraden.'' 

Der  Beweis  ist  sehr  leicht  zu  erbringen.     Die  Gleichungen  der 

genannten  Verbindungslinien  werden  nämlich: 

* 

a     ,  (21— a)    ,  (31  ~a)        ^ 


(12— a)  a     ,  (32 -a) 


+  ^i'—h^  ^2-   h^+^^' 


h 


0 


München,  Februar  1899. 
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XIX. 


Die  Bahn-  und  Integralgleichungen  eines  Punktes 
in  einem  n-dimensionalen  Eaume. 


Von 

Ernst  Schultz. 


Sind  die  Goordinaten  des  Punktes  aj|,  x^  ,  .  .  r»«  bezeichnet, 
ferner  t  die  Zeit,  Oj,  a^  .  .  .  a„,  «,  .  .  .  «„  die  2n  Integrations- 
Constanten,  so  lässt  sich  die  Bahn  des  Punktes  darstellen  durch  die 
Gleichungen 

^»  ■="  fi(t,  %>  «2  •     •     •  «n,      «1,   «2  •     •     •  «n)      {i  «  1,  2,  .     .     .  w)    (1) 

Lösen  wir  dieses  Gleichnngssystem  nach  den  Constanten  a  auf,    so 
erbalten  wir  das  System: 

0,  «  9?,(/,  fl-j,  fl?2  •   •   •  ^ny  «1,  «2  .   .   .  cf«)       («=  1,  2,  .   .   .  n)    (2) 

Das  erste  System  von  Gleichungen  ergiebt  sich  direct  ans  der 
Integration  der  Lagrange' sehen  Differentialgleichungen  der  Dynamik. 
Das  System  2)  ergiebt  sich  auf  bekannte  Weise  aus  der  durch  die 
Hamilton-Jacobischen  partielle  Differentialgleichung  definirten  Fnnc- 
tion.  Es  soll  deshalb  das  System  1)  das  System  der  Bahngleichugen, 
das  System  2)  das  System  der  Integralgleichungen  genannt  werden. 
Da  sie  in  der  weitern  Entwicklung  nicht  hervorgehoben  werden,  so 
sollen  sie  in  spätem  Formeln  nicht  genannt  werden.  Es  sollen 
bier  Bedingungen  abgeleitet  werden,  welche  die  Bahngleichungen  zu 
erf&Uen  haben  sowol  im  allgemeinen  wie  im  besondern  Falle,  wo 
das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt.  In  dem  letzten  Falle  lassen 
sich  mit  Htllfe  der  Bedingungen  leicht  die  Formen  der  Integral- 
nnd  Bahngleichungen  ableiten.  Ferner  soll  gezeigt  werden,  wie  das 
Fehlen  einiger  Constanten  in  den  Bahngleichungen  das  Vorkommen 
der  Yariabeln  in  den  Integralgleichungen  beeinflusst. 
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Setzen  wir  für  f*     — ^     ein,  so  ergiebt  sich: 

'  r/.  =~iixä.7    S7      (*=1.  2,.    .    .n)  (11) 

Die  BahngleichuDgen  müssen  also  so  beschaffen  sein,  dass  die  Glei- 
chungen (10)  oder  (11)  mit  Hilfe  der  Integralgleichuagen  identisch 
erfüllt  werden.  Haben  die  Bahngleichungcn  Functionen  von  /  zu 
Argumente u,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  infolge  der  Gleichungen  (10) 
t  nicht  explicite  in  den  Bahngleichungen  enthalten  sein  kann. 

Angenommen,  es  sei 

Xa  «•  fa(ty  t^j,  t/^a,  .    .    .  t/;n)      (»  =  1,  2,  .     .  n)  (12) 

WO  1^1,  Vs  •    •    •  "^w  Functionen  von  t  und  den  n  Constanten  a  sind. 
Differentiiren  wir  die  Gleichung  (12)  total  nach  /,  so  ist 

df,8  ^     2:  ^-   "^-^  -I-  — 
dt    ""   jfc=i  dxl'jc    dt     '"   dt 

Differentiiren  wir  der  Reihe    nach  12)  partiell  nach    a,,  «2  •  •   •  ^«•^ 
so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

dfs        Sfs  Si[;^        dfs   d^2  _|_  I.  ^^*  ^^'** 


Multipliciren  wir  die  Gleichungen  der  Reihe  mit  f„  £2  •    •   •  ^n  und 
äddiren  sie,  so  erhalten  wir: 

dak         öe^j    jfc=7     dak     '    8(/;2  ä=i       öat   "*"  * 

c^/*5  dfs 

Setzen  wir  die  für  — -  und  2  Sk  ^~  erhaltenen  Worte  in  (10)    ein, 

cct  öak  \      /         ' 

so  ergiebt  sich: 

dfs        ^   df^dxlJk_df^    n      ^^J.    ,  ^f'      V       ^^'" 

dt'  "*"  ^^1  8i/;it  c//    -  a«/;,  i.fi''^aaA-    "^  *    '    '  5^",  ^fi"*"  3«^ 

Diese  Gleichung  kann  jedoch  nur  zu  einer  Identität  werden,  wenn 


in  einem  n-dimensionalen  Räume.  J^Q 

rfr  =  *'8^  +  '^8^+-   •   •  +  *»8^     {i  =  l,2.   .   .«)(13) 

Es  dürfen  also  die  Functioaen  f  t  niclit  explicite  enthalten,   und  die 
Functionen  \p  müssen  die  Bedingung  (13)  erfüllen. 

Wir  sind  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Die  Bahngleichungcn  eines  im  w-dimensionalen  Räume 
sich  bewegenden  Punktes  sind  so  beschaffen,  dass 

dfs        "        8/« 


^'=*f/'   "öau    ^'==^'  ^'*    •    -^^ 


WO  f  1  .  .  .  f w  Functionen  von  t  und  den  Constanten  a 
sind.  Haben  die  Bahngleichungen  Functionen  von  t  z.  B. 
-^sit^  Qt  '  .  .  on),  («  =  1,  2,  .  .  .  n)  ZU  Argumenten,  so 
können  die  Bahngleichungcn  t  explicite  nicht  enthaften 
und  die  Functionen  t/;  sind  so  beschaffen,  dass 

di^'8         ^,    .5t/;« 

Die  Form  von  t/;8(«  =  1 ,  2,  .   .   .  w)    lässt  sich  sehr  leicht  er- 
mitteln, wenn  t  gleich  einer  Constanten  y  gesetzt  wird,  d.  h. 

fjfc  =  yk     (^  =  1,2,.    .    .  n) 

und  angenommen  wird,  dass  i^^  nur  «j,  t/;^   nur   a^  .   .    .  i{'n  our  a« 
von  den  Constanten  a  enthält.    Unter  dieser  Voraussetzung  wird 

—    =    y«  ^       (ä  =1,2.     .     .  n) 
dt  OOs 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

rp8  =   V's(«8+  yst) 

sein  muss,     Dem  entsprechend  erhalten  wir  die  Bahngleichungen: 

a-,- = /,(fl, -f  yi e,     «2  +  yj^-    .    .flr«  +  }'«0,     (ä  =  1,2  .    .    •  n)    (14) 
und  die  Integralürlo'chungcn  müssen  dann  die  Form  haben : 

cii-\-)it  =  (pi(jFy,  a";2,  .    •    .  STn)     (?•  =  1,  2,  .    .    .  n)  (15) 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass,  wenn  die  Bahn-  und  Inte- 
gralgleichungen die  Formen  (14)  und  (15)  haben,  die  partielle 
Hamilton-Jacobi'sche  Differentialgleichung  die  Zeit  t  explicite  nicht 
enthält. 


\i 


o* 
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Ist  TT  die  durch  die  partielle  Differentialgleichung  definirte  Fanc- 
tion,  sind  a^ce^  .  .  .er»,  die  durch  die  Integration  eingeführten  Gon- 
stauten,  so  bestehen,  gem|i«8.  der  Bildung  der  IntegralgleichuDgei)^ 
die  Integralgleichungen: 

oi  =  g^  —  —  y.'t+y'C^»  *»  •   •   '««».«i.-   •   '  ^)    (t=-l,  2.  .n) 

(16) 
Multipliciren  wir  diese  n  Gleichungen  hintereinander  mit 

«»■(»  «—  1,  2  .    .    .  n) 
addiren  sie  und  integriren,  so  ergebt  sich 

(17) 
Setzen  wir  jetzt 

und  ftlhren  dementsprechend  für  die  Constanten  a  die  Constanten  ß 
ein,  so  erhalten  wir: 

W  —  ft  «4-F(a;i,  ojs,  .    .    .  «n,  ft,  /J»  •   •    •  /^n)  (17a) 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

dW 


dt 


=  ßt  (18) 


Die  Hamilton'sche  partielle  Differentialgleichung  für  dynamische  Pro- 
bleme hat  die  Form 

^+T-ü«0  (19) 

wo    T  und    U  die  übliche  Bedeutung, haben.     Da   npn   na^    (18) 

dW 

^constant  sein  muss,   so, kann,  ii^  (19)  kein  t  explicite  enthalten 

sei^,  waA  zu  zeigen  war. 

Dies  ist  die  Form  von  Integralgleichungen,  welche  Jacob!  durch 

die  Transformation 

TT—  V+tßi 

erhält,  wenn  in  der  partiellen  Differentialgleichung  die  Zeit  explieite 
nicht  enthalten  ist,  d.  h.  wenn  das  Princip  Yon  der  lebendigen 
Kraft  gilt. 


in  einem  n-dhiensionalen  Räume,  X81 

Es  lässt  sich  auch  direct  ohne  BenatzuD)^  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zeigen,  dass  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gelten 
muss,  wenn  die  Bahn-  und  Integralgleichungen  die  Formen  (15)  und 
(16)  haben. 

Ist  nämlich  'o  die  Geschwindigkeit  dös  Punktes  und  sind  u^,  u, 
...  uh  die  Coordinaten,  in  denen 

ist,  so  muss  sich  v^  mit  Hülfe  der  Bahngleichungen  frei  von  t  dar* 
stellen  lassen ,  wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gelten  soll. 
Da  Xj,  a;^  .  .  -  acn  diejenigen  Coordinaten  sind,  in  denen  die  Inte- 
gration möglich  ist,  so  mögen  die  Transformationsgleichungen  sein: 

^i  =-  W»(«i»  X^  .    ,    .  Tn)      {i  =  1,  2,  .    .    .  n) 

Es  ist  nun 

dm  du(    dx^  j^  8m»    i^Cn 

"dir  —  ä^  "dT  "•"  *  •  '  dxu  dt  ^  ^ 

Nach  früherem  ist 

dxi        »«         dfi 
dT  ^k=J*    d^i  K+yi«,      %  +  ya*l  •     •     •  ^n  +  ynt)  (21) 

(t  =-  1,  2,  .    .    .  n 

Infolge    der  Integralgleichungen  (15)   sind    a^+y^    (»  —  1,2, 
.  .   .  n)  gleich  Functionen  von  (jr„  *2>  •   •   •  ^»»)i  folglich  wiid  auch, 

d  Xi 
wenn  wir  die  Substitutionen  in  (21)  ausführen,  -^  frei  von  t  (»— 1, 

2,.  .   .n) 

dui 

Infolgedessen  wird  nach  (20)   —  frei  von  t  und  demnadh  muss 

»*  sich  frei  von  t  als  Function  von  aJi,  a;^  .  .  -  xn  ergeben,  was  zu 
zeigen  war. 


2. 

Fehlen  in  den  einzelnen  Bahngleichungen  einige  Constanten  a, 
so  wird  dies  die  Integralgleichungen  beeinflussen ,  und  es  wird  sich 
ergeben,  dass  in  bestimmten  Integralgleichungen  bestimmte  Variable 
X  fehlen.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Bahngleichungen  von  der  Form 
seien: 
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a?j  —  /J  ^y  a^,  02,  .    .    .  an-q) 

J'2  =  /i  (^?    C^ij  c's»  •     •     •  ö|l— ^) 

(1 

a*n-7+l  =  /('*  —  2"f"*  •    •    •  ^w — 2 4"*  •    •    •  ^^ — ^4"*) 
xn  =  fn{t^  «1,   «2  •     •     •  ö'n-j,   ^M  —  2  +  1  •     •     •  ö»-l    "n 

Es  wird  alsdann 


z/  — 


öfj    da 2  Oan — q 


S/i  ^/2  ^/i 


9ai  0^2       *    '   ^^>* — 2 


0     0 


dfn     q  d/n — q  dfn  —  q 


0     0 


dfn — q-}-!   Bfn  'q-{-l  dfn—q-{-l   dfn—q-^-l 

da^  da2        '    '  8«« — q       dan—q-^l 


0 


dfn — q-^-i  dfh — q-\-i  Sfn—q-\-i  Bfn     q-\-i 


flj  (702  Cüx  —  q     dan  —  q-\-l 

8/"»— 7+« 


8rtn— 74« 


0 


(-2) 


dfn  dfn  Bfn  dfn^ 

8aj  8a2    ■     ■     '  8an-5+i  8an 

Da  ^  nicht  identisch  null  sein  darf,  so  muss  mindestens  eine  Gon- 
stante  in  einer  der  Bahugleichungeu  enthalten  sein.  Um  das  Vor- 
kommen der  Variabein  oj  in"  den  Integralgleichungen  zu  untersuchen, 
wenn  /i  die  Form  (2)  hat,  ist  die  Gleichung  (6)  des  ersten  Para- 
graphen zu  berücksichtigen. 

]S8  muss  nämlich  sein; 


in  etnem  n-dimensionalen  Räume,  X83 

dcpk 
J  ö —   =  ^i,  ^     (i,  A:  =»  1,  2  .    .    .  n) 

Weno  wir  die  einzelnen  Unterdeterminanten  bilden,  so  ergeben  sich 
ohne  Schwierigkeit  folgende  Werte  ftlr  die  Unterdeterminanten: 

> 

^M-1,1  =  0;      ^n-\:i  ==  0;  .    .    .  ^n-\,  «-2  =  0;      An-\,n  <^  0 

^n-q+\,l  =  0,      ^n-q\\,2  =  0  .     .     .  <^w-g+l,  w— g  =  0 

^n-g+3,  M-9+1  ^^  '     •     •    <^»-gfl,w     ^   0 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  9  folgende  Argumente: 

an  =^  Tu'',  a:j,  iTg  .     .     .  Xn) 

«„_i  =  gj«_i(^,  a^i.  3*2  ..    .  a-„_i) 

«n-2  =  <3Pm-2«,  a-;,,  ir2  .     .     .  x^-i) 

«n-j+l  =  qPw— 5+1(^5  ^1,  3*2  •    •    •  ^M"?fl  (8) 

Ö^M— g     =    (fn-qity  ^l-i   ^2  *     •     '  ^n—q) 
^tt—q—l  =  (pn—q—l\^^   ^li  ^2  •     •     •  •^'M-fl) 

cfg  =  92  ('    ^19  a^2  •    •    .  a^w-j) 
«1  *=  9>i{i^  ifj,  0:2  ..    .  a^n-7) 

Nehmen  wir  au,  die  Bahngleichungen  seien  von  der  Form: 
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'2  "'  /i  'i  «11  öj) 
H  —  /»('»  f»i»  ««    «») 


(4) 


ifn  •*  /h(*,    Oj,    «2,   «31  •     .     .  O«) 

80  folgen  aus  (8)  die  iDtegralgleichuDgen: 


(5) 


«n  =  ThC  a*!,  a*2  •    •    •  ^w) 

Die   dem    System   der   Bahngleichangen   entsprecbende   Functional 
determioante  ist  dann: 


J  — 


8/L 

da] 

9/8 


0    0 


aA 


0 


_     SA     3^ 
da]      d  Oj     da3 


0    0    0. 


3/h    ?A    ?/h^ 

8a]   dag   Sfiß 


8A 
3«» 


(6) 


Sind  alle  Glieder  bis  auf  die  der  Hauptdiagonale  gleich  null,  so  er- 
geben sich  die  Systeme: 


(7) 


«»  — /n(<,   Oh) 

«1  •"  9  (^  i>^2)      a»  —  T2  (*J  a^«)  •    •    •  «»  "=  y»  fe  «"^i) 

Soll  jedoch  die  Anzahl  der  Argumente  in  den  Bahngleichangen 
des  Systems  (5)  reducirt  werden,  ohne  auf  das  System  (7)  zu  kom- 
men, so  kann  dies  nur  dad^urch  erreicht  werden,  dass  bestimmte 
Bedingungen  von  den  Elementen  von  ^/  identisch  erftlllt  werden 
müssen. 


inaroit  <p^  (^  xp  xp  a^)  von  x^  unabhängig    wepde,  muss 


in  einem  n-dimensionalen  Räume. 
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-^1.3-0 


seiD.     Es  ist  Dan  gemäss  (6) 


^1,3 


df. 

8/i 

dfn  9/m— l 

dfn      ^^^ 

da. 

don  don-l  * 

'  dün 

S/» 

Sf» 

da^ 

duf 

Da  ^e  Glieder  der  Hauptdiagonale  Dioht  identisch  null  sein  können, 
muss 

9/2     9/» 


9a]      9a 


2 


0  sein. 


und  allgemein  wird  d$,8  =0,  wenn  die  Determinante 


2  + 


Bf.df, 


2 


9/i-i   9/,+i 


dfs 


0 


Cj  oa^  oai_i      dai*  öa«-! 

Die  Anzahl  dieser  identischen  Gleichungen  ist 

2 
Wir  sind  daher  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 
Ist  die  Form  der  Bahngleichungen: 

«t  —  /i  {t,  «i) ,    «2  -=  ^2  (^  öt„  ag)  .    .    . 

^n  =  /n(^  «1,   a^  .     .     .  an) 


so  müssen  die  Determinanten 


£± 


9a  9/; 


2 


9/V-i  9/,+i 


Bfs 


doi  9ö2  *    '    *    9ai— 1      9ai    *    *    *  9a«-i 


identisch  null  werden,    wenn  die  Integralgleichungen   die 
Foroi  h^hen: 

Ö3  *=  9^8  (^   ^2*1    '3)}  •     •     • 


Die  im  letzten  Theorem  angefahrten  Bedingungen 


186 


Schultz:   Di.e    Bahn-   und  InleiiraltfUichnntfen  eines   Punktes 


d(ii-i     dai 


df8_ 


=  0    [i,  «  =  1,  2 


(8) 


ziehen  die  Bedingungen  nach  sich: 


d  fi  d  fi 

dt  OOk 

WO  xjt  eine  Function  der  Zeit  und  der  Constante  «1,02.  .  •  ak  ist, 
wenn  in  sämtlichen  Bahngleichungea  das  Argument  yi^  +  «i  ent- 
halten ist,  so  dass  diese  lauten: 


was  die  Gültigkeit  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  voraussetzt. 
In  der  Tat,  ist  /=  1.  5  =  3,  so  liefert  die  Bedingung  (8): 


(9) 


6/2    3/2 


=  0 


Aus  den  Bahngleichungen  (9)  folgt  nun 


allgemein 


dfi 
dt 


dt 
-  fi 


-  71 


•  — 

da^  '       dt 


^'  8«; 


(1=1,2  .    .    .  n) 


y^  8«. 

Berücksichtigen  wir  dies,  so  muss  sein: 


dt     €«2  ^^^      ^^'2 


=  0 


(10) 


Bezeichnen  wir  den  Proportionalitätsfactor  mit  «21  welcher   eine 
Function  von  t  und  den  Constanteu  a  sein  kann,  so  ergiebt  sich 


8/2      f^fä 


'Ih^^ 

dt  ^  dc^  '      dt 


=    K, 


db 


2 


(H) 


Ist  ferner  /  =  1,  s  =  4,  so  ergiebt  die  Bedingung  (8) 


in  einem  n-dimensionalen  Räume. 
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0 


0 


84   a/3     df, 

8«i      9«2        c*«3 

Berücksichtigen  wir  die   Gleichuugen  (10)  und  (11),    so   muss, 
wenu   die  letzte  Gleichung  identisch  erfüllt  werden  soll,  sein: 


dt 


dt  da 


2 


0 


was   nur  möglich  ist,  wenu 


df4 


^A 


dt  ^  c5ao 


ist.      So  kann  man  fortfahren,  und  es  wird  sich  ergeben: 


df, 

dt 

dh 
dt 

dt 


6«! 

^'   da, 


8f2 

da 


s 


(12) 


^2 


a« 


X 


8 


a/n 

6a, 


Bfn 


-Yi  ^:.   -^2  Q-    -  H  a« 


Bfn 
3 


±fn  _ 


wo  Yi   eine  Constante,  5C2»  :^3  •   •    •  ^»-i   Functionen    von  t  und  den 
entsprechenden  Gonstanten  a  sind. 

Wenn  die  Bahngleichungen  die  Eigenschaften  (12)  besitzen,   so 
müssen  sie  von  folgender  Form  sein: 


^1 

^3 
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a-M-l  =  fu-X  Wn-2  {tf^w-l-S  (  .    .    .  A  (yi  '  +  Oi)  +  ««)+  •    •    • 

+  ««-2}H-«n— l] 

a-n  -'/n[^«-l{t/'n-2(  .     .     • /l  (^  «  +  «i)  +  «2)+  •     •     • 

Diese  Form  von  Bahngleichungon  ergiebt  sieb  aucb,  wenn  man  aas 
den  Integralgleichungen : 

«1  +  n '  ""^  ^1  (^i) ;    «2  =  <P2 («1»  «^2)  >    «s  "*  9>3(*25  «•»)••   • 

durcb  Elimination  die  Bahngleichungen  abzuleiten  sucht. 

Integralgleichungen   von   solcher   Form   ergeben    sich   aus     der 
partiellen  Differentialgleichung: 

-.©'+-.©'+.... .0'-«+.. 

in  welcher  die  .0  und  ü  Functionen  von  xj,  x^  ,  .  ,  xn  sind,  da  in- 
folge der  Gültigkeit  des  Principis  der  lebendigen  Kraft  keia  t  ex- 
plicite  in  dieser  Gleichung  vorkommen  kann.  Die  Integration  der 
Gleichung  (13)  ist  möglich,  wenn 

Bj^  -«  f*,  wo  I*  eine  Constante  ist, 
B^  =  Ca'  K) ;     ^3  ^  C'  (x^)  Cs'  ( x^) 

^4  -  C'2'(a:i)(C3'(x2)6V(ar3) 


Bn  «  C^'iH)  Q' W  •    •    •  Cn'{xa-i) 
Es  wiM  alsdann: 


Wj^fy  Sl^\^i)-  ^  e2'((ri)  +  ^ei^i 


+    2    fVSiic'ixk)-(Stk±i'Ck^i{^ld+cejtda:k 


wenn  «»-i-i  ==  0  gesetzt  wird. 

Die  Integralgleichungen  sind  dann: 


<—  t 


|^/j/ß/(x.)-J*cvK)+^;... 
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a^   ^  -^  J  VÄ2'(^2)—«8Q'W+«2  ^S 


+  ä|  f\/^^'i'l)-  ^-  ^2'(^i)+«i  ^-1 


•     • 


+  -^   /    V'ßn-l'Ca-n-l)-— ai«C'«'(«n-l)+-an-lciaJ|»-l 

Oiei  hierzQ  gehörenden. Bahagleichnogen- werden  dann. die. vorhln^ahf- 
geleitete  Form  haben,  was  ohne  weiteres  sich  ergiebt. 

Stettin,  Angnst  1898. 


190    H^«'"  w*^'* '«'**  Jti halt  von  Körpern  mit  quadratischen  Querschnitten. 


XX. 


Ueber  die  Inlialtsbestimmiing  von  Körpern, 
deren  Schnittflächen    parallel    mit  einer   Ebene 
quadratische  Functionen  ihres  Abstand  es   sind. 


Von 

Prof.  Weinmeister  in  Tharandt. 


Bekanntlich  ist  die  Simpson'sche  Regel  für  alle  Körper  genau 
gültig,  deren  parallele  ebene  Schnitte  f  eine  kubische  Function  ihres 
Abstandes  x  von  einer  bestimmten  Ebene  sind.  Es  sollen  nun  im 
Folgenden  nur  solche  Körper  betrachtet  werden,  für  welche 

und  zwar  sei  zuerst  die  Aufgabe  (a)  gestellt,  den  Inhalt  der  Schicht 
eines  solchen  Körpers  aus  seiner  Höhe  ä,  aus  drei  Schnittflächen 
ffi  ht  fs  ^"d  deren  Abständen  ^i,  ar^,  x^  vom  Mittelschnitt  darzu- 
stellen. Hierauf  sollen  ih)  mit  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  «,  p, 
y  sechs  verschiedene  Classen  dieser  Körper  unterschieden,  und  für 
jede  Classe  besondere  Kubaturformeln  aufgestellt  werden.  Dann 
wird  gezeigt  (c),  wie  man  an  den  Grundflüchen  und  dem  Mittel- 
schnit'  (iuer  Schicht  die  Classe  des  Körpers  erkennt,  welchem  sie 
entnommn  ist,  und  endlich  werden  die  bei  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  vorkommenden  Schichten  (d),  die  hierher  gehörigen  Polyeder 
(e)  und  die  Schichten  der  Regelflächen  (/)  jenen  sechs  Classen  ein- 
gereiht. 
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a) 

Schneidet  man  den  Körper  durch  zwei  Ebenen,  welche  in  den 
Abständen  x  und  — r  der  Ausgangsebene  parallel  sind,  so  ist  die 
zwischen  beiden  gelegene  Schicht 


3 


Führt  man  nun  statt  der  Coefficienten  a  und  y  jene  drei  Schnitt- 
figuren  /"j,  f2,  fs  ein  und  setzt  ausserdem  ^  =  Ja,  so  erhält  man 


S== 


•V^j\h^  _^i''ii+j\h^_^ 


+  /•: 


3    Ir^^ 


(^3— ^2K^3  — ^j). 


.  h 


eine    Formel,    in    welcher   die   gebräuchlichsten    Inhaltsformeln    des 
Prismatoids  als  spccielle  Fälle  enthalten  sind. 

Aus  derselben  ergiebt  sich  ferner,  dass  unter  der  Voraussetzung 

die  beiden   Schnittflächen  /*,    und   ^   zur  Bestimmung   von    S  aus- 
reichen.    Es  wird  dann  nämlich 


.r  j        X2 


Von  den  weiteren  speciellen  Fällen  sei  ausserdem  noch  hervor- 
zuheben, dass 

>S='i(/i+A+/;,)Ä,  wenn 

^1+^2+^3  =  0    und    .-|2-fV+^3'=iÄ'. 


Durch  Discussion  der  Coefficienten  cc^  ß^  y  erhält  man  sechs 
verschiedene  Körperclassen ,  die  wir  im  Folgenden  mit  Rücksicht 
auf  die  entsprechenden  Flächen  zweiter  Ordnung  benannt  haben. 
Ausserdem  seien  die  ebenen  Grenzflächen  der  Schicht  mit  g  und  g' 
und  der  Mittelschnitt  mit  m  bezeichnet.  Ferner  werde  «.  die  Schnitt 
figur  für  X  =  0,  immer  positiv  genommen. 
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y-0. 
I.     Oyliirderartige^  Körper  (J8c) 

II.    Paraboloidartige  Körper  (Sfp). 

y  — 0     /?  =  0    /«cr+ZSTi:     S '^  i(g -{- g')h  ^  mh 

Der  Körper  hat  nur  eine  Nullfläche  (für  ar«  —  ^|  und  er- 
streckt sich  TOD  derselben  nach  der  eiten  Seite  positiv,  nach  d^ 
anderen  negativ. 

y<o. 

III.    Ellipsoidartige  Körper  (ffe). 

y y'. 

Der  I^örper  hat  zwei  verschiedene  Kullflächen  utiä  i^  iniiferhalb 
beider  positiv,  ausserhalb  negativ.  Der  grösste  Schnitt  3f  liegt  mitten 
zwischen  den  Nullflächen,  und  es  ist,  wenn  man  den  Abstand  beider 
mit  2r  und  den  zwischen  ihnen  liegenden  Körper  mit  K  bezeichnet, 

^Veiter  ist 

wo  K'  einen  an  g  und  ^'  heranreichenden  und  zu  R  ähnlichen    und 
ähnHoh  gdegenen  Körper  bedeutet. 

Für  flr'  «  0  ist 

i  6'«iy'Ä2(3r  — Ä) 

Vermehrt  man  im  letzteren  Fall  S  um  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  einem  Punkt  von  M  liegt,  so  erhält  man  einen  zusammen- 
gesetzten Körper 

y>0. 
IV.    Kegel  artige  Körper  (SJt). 
ß^  •=  4ay 
Der  Körper  besitzt  eine  Nullfläche  (oder  vielmehr  zwei  in  eine 
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znsammengefidtene)  und  erstrecjct  sieb  yob  det^dioIbeB  aiis  &»eh  beiden 
Seiten  zu  positiv. 

und  fOr  ^'  »-  0    ist    iS  —  yk 


y.    Körper  nach  Art  des  einsehaligen  Hyperboloides 

Der  Körper  besitzt  keine  Nullflächen,  sondern  einen  kleinsten 
Schnitt  M  positiven  Inhaltes.  Man  ziehe  nun  einen  Ergänzungs- 
körper  E  hinzn,  für  welchen 

f  -=>   yx^ 

und  dessen  Nullfläche  in  einem  Punkte  von  M  liegen  mag.    Für 

werde  E  in  M  geschnitten,  und  ausserdem  sei  R  das  zwischen  diesen 
beiden  Schnittebenen  gelegene  Volum  des  Körpers  Eji, 

Dann  ist 

M  =  yr^    K  «  ^Hr  «  |yr^ 

wobei    -ff*  einen  an  g  und  ^'   heranreichenden  und   zu  Zähnlichen 
und  ähnlich  gelegenen  Körper  bedeutet. 


VI.     Körper  nach  Art  des  zweischaligeu  Hyperboloids 

(Saä)./?«>  4ay  >  0. 

Der  Körper  hat  zwei  verschiedene  Nullflächen;  zwischen  den- 
selben liegen  negative  Schnittflächen  und  ausserhalb  positiviB.  Der 
Abstand  beider  von  einander  sei  gleich  2r.  Man  ziehe  nun  wieder 
einen  £rgänzungskörper  E  hinzu,  für  welchen 


f-y 


X 


2 


und  dessen  Nullfläche  von  denen  des  ursprünglichen  Körpers  die 
Entfernung  r  hat,  bezeichne  seine  Schnittfläche  im  Abstand  r  mit 
M  and  den  Teil  des  Körpers  E  zwischen  den  Nullflächen  des  ge- 
gebenen Körpers  mit  K.  Man  erhält  dann  für  J/,  K  und  S  dieselben 
Werte,  wie  in   V. 

Für  g  ^0  ist 

Ä  =  i)'Ä-(3r+Ä) 
ATCh.  A.  Math.  a.  Phys.    2.  Reihe,  T.  XVII.  |3 


194    Weinmeitt&r:  Inhalt  von  Körpern  mit  quadratischen  Querschnitten, 

und  für  den  zusammengesetzten  Körper  Z,  welcher  aber  diesmal 
Differenz  des  Kegels  und  der  Schicht  S  aufzufassen  ist,  gilt 

In  Hinsicht  auf  die  Nullflächen  unterscheiden  wir  die  Körper 
sonach  in  folgender  Weise: 

a)  Körper  ohne  Nullflächen. 

^e-    Sämtliche  Schnittflächen  sind  einander  gleich. 

SFa.  ,  Die  Schnittflächen  sind  nicht  einander  gleich. 

ß)  Körper  mit  einer  Nullfläche. 

^p.    Die   Schnittflächen  haben   auf  beiden  Seiten    der  Nnll- 
fläche  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

^ic.    Die  Schnittflächen  sind  auf  beiden  Seiten  der  Nullfläche 
positiv. 

y)  Körper  mit  zwei  Nullflächen. 

^t.    Die  Schnittflächen  sind  zwischen  den  Nullflächen  positiv, 
innerhalb  negativ. 

Sthh.    Die  Schnittflächen  sind  ausserhalb  der  Nullflächen  posi- 
tiv, innerhalb  negativ. 


c) 

Sind  die  Grundflächen  </,  g\  der  Mittelschnitt  m  und  die  Höhe 
h  einer  Schicht  bekannt,  so  kann  man  hieraus  die  Abhängigkeit  der 
Fläche  /  von  ihrem  Abstand  von  einer  der  Grundflächen,  z.  B.  g\ 
finden.    Man  erhält  dann: 

f^g'  +  (^m-g-3g')  .  ^  +(2(7+  2g'-4m)  ^ 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Tabelle  zur  Bestimmung  der  Körper- 
classen  aus  m,  ^,  g': 
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WJ> 


g+g' 


2 


m 


9+9' 


m  ^ 


9  +  g' 


9>9' 

^/9+^/9~' 


v»«> 


"/»»  = 


2 


V?+/ 


9' 


''^-+/'->^->"?''' 


y 


m 


l/m< 


2 
2 


Jv« 


y<o 


ß^^Aay 


ß^<4:.^y 


St'hh*^)\ß2s^4ay^0 


d) 

Zu  den  behandelten  Körpern  gehören  vor  allem  diejenigen  Räume, 
welche  von  Flächen  zweiter  Ordnung  und  einer  oder  zwei 
parallelen  Ebenen  begrenzt  werden,  unter  der  selbstverständlichen 
Bedingung,  dass  die  Schnittcurven  Ellipsen  sind.  Besonders  muss 
hierbei  erwähnt  werden ,  dass  negative  Schnittflächen  nicht  vorkom- 
men, da  alsdann  die  Schnittellipsen  imaginäre  Halbachsen  erbalten 
würden.  Berücksichtigt  man  dies  und  zieht  weiter  4ie  Lage  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  gegen  die  Nullflächen  —  d.  h.  die  den 
Schnittebenen  parallelen  Tangentialebenen  —  in  Betracht,  so  erkennt 
man  ohne  Weiteres,  wie  sie  sich  in  jene  Classen  einreihen,  und  dass 
die  Benennung  der  Letzteren  gerechtfertigt  ist.  Als  Ergänzungskörper 
E  der  Hyperboloide  wählt  man  am  besten  die  Asymptotenkegel.  Die 
Bedeutung  von  y,  r,  ilf,  K^  K'  ergiebt  sich  dann  sofort. 

So  bestimmt  beispielsweise  auf  einem  dreiaxigen  ElUpsoid  oder 
zweischaligcn  Hyperboloid  irgend  eine  Ellipse  eine  Kappe.  Errichtet 
man  über  dieser  Ellipse  einen  Kegel,  welcher  seine  Spitze  im  Mittel- 
punkt der  Fläche  hat,  so  kann  man  den  vom  Kegelmantel  und  der 
Kappe  begrenzten  Körper  einen  ellipsoidischen ,  bzhw.  hyperboloidi» 
sehen  Kegel  nennen.  Der  Inhalt  desselben  ist  fyr^A;  h  ist  hier  die  Höhe 


*)  Die  Nnllflächen  liegen  ausserhalb  der  Schicht. 
**)  Die  Nullflftchen  liegen  innerhalb  der  Schicht. 
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der  Kappe,  r  der  Abstand  des  MiitelpDDkts  yod  der  der  Ellipsen- 

M 

ebene  parallelen  Tangentialebene  und    y  —  -, ,  wo  3f  beim  EUipsoid 

der  Inhalt  derjenigen  Ellipse  ist,  deren  Ebene  der  Basis  der  Kappe 
parallel  liegt,  und  welche  ausserdem  den  Ellipsoid-Mittelpnnkt  zum 
Mittelpunkt  hat.  Beim  Hyperboloid  ist  M  der  Inhalt  der  Ellipse, 
in  welcher  die  Tangentialebene  den  Asymptotenkegel  schneidet  Bei 
der  Kugel  istnatflrlich  stets  y  «  tt;  beim  allgemeinen  EUipsoid  giebt 
es  unendlich  viele  Tangentialebenen,  für  welche  y^n.  Dieselben  be 
rühren  zugleich  die  dem  EUipsoid  gleiche  und  concentrische  Kugel. 


Was   die  Polyeder  betrifft,  so  gehören  offenbar  die  Prismen 
zu  den  ^e  und  die  Pyramiden  zu  den  ^k-    Als   einfachsten  Körper 
der  Kp  erhält  mau  das  dreiseitige  Prisma,  wenn  man  eines  der  be- 
grenzenden Parallelogramme  als  Grundfläche  auffasst.    Da  man  nun 
den  Obelisk  und  das   Prismatoid   als  algebraische  Summe  von   Po- 
lyedern der  genannten  drei  Arten  darstellen  kann,  so  muss  auch  ein 
jedes  Exemplar  dieser  beiden  allgemeinen  Körpergattungen  einer  der 
sechs  Körperclassen  angehören.    So  kann  man  bekanntlich  das  Te- 
traeder als  ein  Prismatoid  auffassen,   dessen  Grundflächen   zu  zwei 
Gegenkanten  ausgeartet  sind.    Dieser  Körper  gehört  sonach  zu  den 
jf«,  da  er  zwischen  zwei  Nullflächen  liegt      Ferner  kann  ein  schief 
abgeschnittenes   dreiseitiges    Prisma   als  Obelisk  aufgefasst   werden, 
welcher  das  eine  der  begrenzenden  Trapeze  zur  Grundfläche  und  die 
gegenüberliegende    Seitenkante   zur    Schneide  hat.    Das  Prisma  ist 
dann  ein  jf*«,  wenn  die  längste  Seitenkante  Schneide  ist  (s.  die  Ta- 
belle in  e,)  und  ein  $Paa,    wenn  es  die  kürzeste  ist,   ausserdem  ein 
Itjt,  wenn  die  kürzeste  Seitenkante  zugleich  null  ist.     Ist  die  mittlere 
Seitenkante  Schneide ,    so  kommt  es  darauf  an ,   ob  sie   der  Mittel- 
parallelen des  gegenüberliegenden  Trapezes  gleich  ist,  oder  ob  grösser 
pder  kleiner,  als  dieselbe.    Je  nachdem  ist  der  Körper  ein  j^p,  Sfc 
oder  ^hk,    U.  s.  w. 

Die  bei  den  Polyedern  vorkommenden  Nullflächeu  arten  im 
allgemeinen  nicht  gerade  zu  Punkten  oder  Schneiden  aus;  vieln^r 
ist  hierbei  folgendes  zu  beachten.  Erweitert  man  die  Seitenflächen 
eines  nseitigen  Obelisken  über  die  Grundflächen  hinaus  nach  beiden 
Seiten  bis  in  das  Unendliche,  so  werden  sich  die  Seitenkanten  des- 
selben in  den  Seitenflächen  in  n  verschiedenen  Punkten   schpeiden. 
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Die  zwischen  zwei  solchen  Punkten  auf  der  einen  Seite  der 
Grundflächis  liegenden  Schnittflächen  sind  IPigureu  mit  sich  selbst 
kreuzenden  Umfangen  und  bestehen  daher  aus  Teilen,  die  teils  po- 
sitiv, teils  negativ  zu  nehmen  sind.  Die  Schnittfigur  ist  nun  gleich 
null,  wenn  die  positiven  Teile  den  negativen  gleich  sind. 

Ein  dreiseitiger  Pyramidenstumpf  z.  B.  kann  als  ^p  aufgefasst 
werden,  wenn  man  eines  der  begrenzenden  Trapeze  zur  Grundfläche 
wählt.  Von  den  Ecken  derselben  gehen  dann  vier  in  das  Unendliche 
zn  verlängernde  Seitenkanten  aus,  während  die  noch  übrig  geblie- 
bene der  Grundfläche  gegenüberliegende  Pyramidenkante  aufgehört 
hat,  Grenzkante  des  Körpers  zu  sein.  Legt  man  nun  einen  der 
Grundfläche  parallelen  Schnitt,  welcher  die  zuletztgenannte  Kante 
halbirt,  so  besteht  derselbe  aus  zwei  cougruenten  Dreiecken  ver- 
schiedenen Vorzeichens.  Derselbe  ist  demnach  die  Nullfläche  des 
Körpers  ^p. 


Schneidet  man  eine  beliebige  Regelfläche  durch  eine  Ebene 
Bo,  dass  die  Schnittcnrve  in  sich  selbst  zurückkehrt,  so  ist  dies  bei 
jeder  parallelen  (im  Abstand  ^)  Schnittebene  der  Fall,  und  genauer 
ist  die  Grösse  der  Schnittfigur 

wobei  die  Grössen  a,  ^,  y  von  der  Regelfläche  und  der  Lage  der 
ersten  Ebene  abhangen;  oder  mit  anderen  Worten:  Schliesst  eine 
beliebige  Regelfläche  im  Verein  mit  zwei  parallelen  Ebenen  einen 
Raum  vollständig  ein,  so  gehört  derselbe  einer  der  in  b)  genannten 
sechs  Körperarten  an.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  ohne 
Weiteres  ersichtlich,  wenn  die  Regelfläche  eine  abwickelbare  ist; 
denn  alsdann  kann  der  entstandene  Körper  als  ein  Obelisk  mit  un- 
endlich vielen  Seiten  aufgefasst  werden.  Die  windschiefen  Regel- 
flächen hingegen  bedürfen  einer  eingehenderen  Behandlung. 

a)  (Fig.  2.)  Gegeben  eine  feste  Ebene  E  und  eine  feste,  nicht 
geschlossene,  ebene  Curve  S  (Schneide).  Eine  veränderliche  Gerade 
möge  sich  stetig  so  bewegen,  dass  sie  immer  parallel  E  bleibt  und  dabei 
zweimal  entlang  S  gleitet,  so  dass  sie  aih  Schluss  wieder  ihre  An- 
fangslage einnimmt.  Es  wird  sodann  behauptet,  die  entstandene 
Regelfläche  bilde  einen  jfj»,  welcher  die  Ebene  durch  S  natürlich  zur 
NiOlfläche  hat 
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Beweis.  Man  schneide  die  Regelfläche  durch  zwei  Ebenen 
parallel  der  Ebene  durch  S  in  den  Abständen  a;-und  x\  wodurch 
die  Schnittfiguren  /  und  /'  entstehen,  und  ausserdem  durch  zwei 
Ebenen  parallel  E,  sodass  in  den  Letzteren  die  Dreiecke  üdB  mit 
A'ß'WAB  und  VCD  mit  C'D'\\CD  liegen,  und  zwar  mögen  diese 
Dreiecke  sich  so  nahe  an  einander  befinden,  dass  die  Bogen  AD, 
BC^  A'D\  B'C\  UV  durch  ihre  Sehnen  ersetzt  werden  können.  Als- 
dann stimmen  die  Trapeze  ABCD  und  A'B*C'D'  in  den  Höhen 
ttberein,  während  ihre  Grundlinien  sich  wie  x  zu  x*  verhalten.  So- 
nach stehen  auch  ihre  Flächen  im  selben  Yerhältniss,  und  es  ist 
demnach  auch 

f:  f  ^  X  :  x'     oder    /  =•  >?r,     wenn     ß  =  /*'  :  x* 

ß)  Die  Gerade  bewege  sich  parallel  E,  gleite  jedoch  über  zwei 
geschlossene,  in  parallelen  Ebenen  gelegene  Curven  hin.  (Fig.  2) 
Man  kann  dann  den  Körper  in  einen  Cylinder  und  in  zwei  Körper 
der  in  a)  besprochenen  Art  zerlegen.    Mithin  ist  dann 

f  =  ct  +  ßx 

Führt  man  g\  g    und  h  ein,  so  ist 

y)  Die  Gerade  bewege  sich  zwei  in  parallelen  Ebenen  liegen- 
den geschlossenen  Curven  entlang.  (Fig.  3.)  Alsdann  nehme  man 
im  Innern  der  einen  Curve  einen  beliebigen  Punkt  /S  und  lasse  eine 
immer  durch  ihn  gehende  Gerade  sich  so  bewegen ,  dass  sie  der 
ersten  veränderlichen  Geraden  stets  parallel  bleibt.  Sie  beschreibt 
auf  diese  Weise  einen  Kegel,  dessen  Grundfläche  i  in  der  Ebene 
der  zweiten  Curve  liegen  mag.  Es  seien  nun  AE  und  BF  zwei  be- 
nachbarte Kanten  der  Regelfläche  und  /SD  ||  ED,  BC\^BF,  Alsdann 
ist  das  Körperelement  ABCDSEF  nach  ß)  ein  Körper  X?p,  für  wel- 
chen die  Ebene  E  durch  die  Tangentialebene  ßCD  des  Kegels  ge- 
bildet wird.  Nimmt  man  dann  den  Kegel  von  der  ganzen  Körper- 
schicht fort,  so  kann  man  den  Restkörper  mit  den  Grundflächen  g 
und  g—i  in  unendlich  viele  Körperelemonte  zerlegen  und  erhält  so- 
mit für  einen  beliebigen  Schnitt  dieses  Restkörpers  die  Formel 


t 


f-9'  + 


9  —  9  — * 


x 


h 

Sonach  gilt  für  die  Schnittfigur  des  ganzen  Körpers 
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Hiermit  ist  die  zu  Anfang  des  Abschnittes  f  aufgestellte  Behauptung 
vollständig  erwiesen. 

Ans  diesem   Satze  ergiebt  sich  als  specieller  Fall  der  folgende. 

(Fig.  4). 

„Gleitet  eine  Gerade  über  zwei  in  parallelen  Ebenen  liegende, 
„nicht  geschlossene,  Curven  zweimal  hinweg,  und  kehrt  sie  dabei  zu 
„ihrer  Anfangsstellung  zurück,  so  ist  der  durch  sie  erzeugte  Körper 
,,z wischen  dei^  Ebenen  ein  ^e  und  der  ausserhalb  gelegene  ein  Saa*/^ 

Wird  der  Abstand  beider  Ebenen  wieder  gleich  2r  gesetzt,  so  ist 

f  z=  yx(2r  —  x) 

wo  y  ein  von  der  Bewegung  der  Geraden  abhängiger  Factor  ist. 
Derselbe  lässt  sich  unter  Umständen  bestimmen,  wenn  man  wieder 
den  Hilfskegel  hinzunimmt,  dessen  Spitze  in  der  Ebene  der  einen 
Curve  liegt,  und  dessen  Kanten  den  Geraden  der  Hegelfläche 
parallel  sind.    Der  Mittelschnitt  dieses  Kegels  ist  gleich  yr^. 

Einen  besonders  interessanten  Specialfall  erhält  man,  wenn  der 
Hilfskegel  ein  gerader  Kreiskegel  ist,  da  dessen  Seitenkanten  mit 
parallelen  Ebenen  gleiche  Winkel  bilden,  und  sämtlich  von'  derselben 
Länge  (=  vi)  sind,  Eigenschaften ,  welche  sich  auf  die  Geraden  der 
Regelfläche  übertragen.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

„Liegen  in  zwei  unter  dem  Abstand  2r  parallelen  Ebenen. zwei 
„beliebige,  nicht  geschlossene,  Curven,  und  werden  dieselbeu  von 
„den  Endpunkten  einer  Strecke,  deren  Länge  unveränderlich  =  2/, 
„durchlaufen,  so  ist  der  entstandene  Körper  =  ^7rr(Z*— r^)*'. 

Für  den  Fall  geradliniger  Bahnen  wurde  der  Satz  bereits  von 
Steiner*)  aufgestellt. 

Für  die  Zahl  y  erhält  man    . 

y  «=   Jt —    «3«    71  .  cot'© 

wenn  co  die  unveränderliche  Neigung  der  Geraden  gegen  die  Ebenen 
ist.    Es  liege  nun  ein  Punkt  auf  der  Strecke  so,  dass  er  von  ihren 


*)  Steiners  gesammelte  Werke.     II.  Bd.     S.  318. 
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Endpunkten  immer  die  Entferuungen  a  und  &==  21  —a  hat  Dann 
ist  der  Abstand  desselben  von  der  einen  Ebene 

X  mMM  a  ,  sin  (o 

also  unveränderlich.  Der  Punkt  beschreibt  daher  eine  ebene  Car?e 
und  zwar  eine  solche,  welche  die  zu  x  gehörige  Schnittfignr  ein- 
grenzt und  somit  ergiebt  sich  für  dieselbe  der  Wert 

/  =  yic(2r  — ac)  —  woftcos^cö.     D.  h.: 

„Durchlaufen  die  Endpunkte  einer  Strecke  von  unveränderlicher 
,Länge  zwei  in  parallelen  Ebenen  liegende,  beliebige,  nicht  ge- 
schlossene, Curven,  und  bewegt  sich  ein  Punkt  derselben,  welcher 
von  den  Endpunkten  die  unveränderlichen  Abstände  a  und  b  hat, 
,auf  einer  in  sich  zurückkehrenden  Bahn,  so  ist  das  von  dieser 
,Babn  umschlossene  Flächenstück  gleich  9ra5cos^o>,  wobei  a  die 
^eigsßg  der  Strecke  gegen  die  Ebene  bedeutet/^ 

Der  Satz  gilt  auch  dann,  wenn  die  Curven  in  einer  Ebene  lie- 
gen, wie  man  fttr  0^  =  0  oder  durch  Parallelprojection  erhält  Für 
diesen  besonderen  Fall  wurde  er  bereits  vom  jtlngeren  Herrn 
A ms  1er  im  Anschlnss  an  den  Polarplanimeter  seines  Vaters  ge- 
funden. 

Endlich  wähle  man  auf  dem  Umfang  einer  beliebigen,  ge- 
sphlossenen,  ebenen  Figur  zwei  Punkte  und  lasse  dieselben  zwei 
schiefe  Geraden  durchlaufen.  Gleichzeitig  bewege  man  die  Figur 
parallel  sich  selbst  und  lasse  hierbei  die  Gestalt  ungeändert.  Pro- 
jicirt  man  nun  dieses  bewegliche  Gebilde  durch  Parallelstrahlen  be- 
liebiger RichtttDg  auf  eise  parallele  Ebene,  so  wird  in  derselben  ein 
ähnlich  veränderliches  System  bestimmt,  von  welchem  zwei  Punkte 
gerado  Linien  durchlaufen.  Alsdann  müssen  aber  auch  alle  übrigen 
Punkte  sich  auf  geradlinigen  Bahnen  bewegen*),  d.  h.  es  müssen 
sich  die  Bahnen  der  Punkte  der  im  Baume  bewegten  Figur  als  ge- 
rade Linien  projiciren  und  selbst  gerade  Linien  sein ,  da  die  Pro- 
jections-Rlchtung  willkürlich  ist.  Nimmt  man  nun  umgekehrt  in 
zwei  parallelen  Ebenen  zwei  ähnliche,  aber  nicht  ähnlich  gelegene, 
Figuren  an  und  lässt  eine  Gerade  so  über  die  Umfange  beider  hin- 
gleiten, dass  sie  stets  ein  entsprechendes  Punktpaar  verbindet,  so 
en^tteht  eine  windschiele  Fläche  von  folgender  Eigenschaft:  Schneidet 


*)   B.    Bnrniester,    Kinematisch-geometrische    UnterbHchangen    v.   ■• 
^eiUchnft  f.  Math.  a.  Physik.     XIX^    S.   156. 
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man  dieselbe  durch  eine  dritte  parallele  Ebene,  so  ist  die  ent- 
standcDe  Figur  der  beiden  ersten  ähnlich,  und  zwar  kann  dieselbe 
niemals  zn  einem  Punkte  oder  einer  Linie  ausarten.    Daher  der  Satz : 

„Die  Schicht  einer  Regelfläche  mit  ähnlichen,  aber  nicht  ähn- 
^lidb  gelegeneu  Grundflächen  ist  ein  Kh^  wenn  die  Seitenkanten  ent- 
„sprechende  Punktpaare  verbinden.  Jeder  ebene  Schnitt,  parallel 
„den  Grundflächen,  ist  eine  denselben  ähnliche  Figur^\ 
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XXI. 


*  Bemerkung  über  eine  Eigenschaft  der  Resultante 

zweier  ganzen  Functionen. 


Von 


Gerhard  Kowalewski 

in  Birnbaum,   Prov.  Posen. 


In  Gordans  Vorlesungen  über  luvariantentheorie, 
herausgegeben  von  Dr.  Georg  Kerschensteinor  (Leipzig,  Teubner. 
1885)  findet  sich  Band  I,  Seite  151 ,  nachdem  gezeigt  worden  ist, 
dass  für  die  Resultante 


CIq      CE|    .     .     .  diu      U     •     .     •  U 


R 


f,<p 


•  • 


0      0    .    .    .  «f)      «1 
Öq     ij  .    .    .  bfi       l) 


.    .  0 


*  • 


0       0    .    .    .  Öq      bi     .    .    .  bfi 


zweier  Functionen 


f(x)  =-  öfoa^"*  +  «l«*'*~^  +  •     •     •  +  «"» 
(p{x)  =  ^o^^  +  ^l^'''*"^  +  •     •     •  +bn    \ 

die  Beziehung  besteht 

wenn  unter  v(aj)  eine  ganze  Function  vom  Grade 
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q         m  —  n 

(wobei  m^  n)  verstanden  wird,  die  folgende  Anmerkung : 

„Indem  wir  die  Einschränkung  machten  . 

< 


3 


m  —  n 


„setzen  wir,  wie  schon  mehrmals  erwähnt,  voraus  m  >  n. 
„Es  wäre  eine  schätzenswerte  Arbeit,  aucli  den  Fall  zu 
„untersuchen,  in  welchem  m  <  n  ist,  d.  h.  allgemein  die 
„Frage  zu  behandeln:  Wie  hangen  die  Resultate  i?/+y.i/;,^ 
„und  -R/,y  zusammen,  wenn  wir  tiber  den  Grad  der 
„dies  beztiglichen  Functionen  keinerlei  Voraussetzungen 
„machen?" 

Diese  Frage   zu  erledigen   ist    der  Zweck   der    folgenden   Mit- 
teilung. 

Die  Resultante  i?/,^   lässt   sich  immer   (vgl.  Gordan,  a.  a.  0. 
Seite  154)  als  n-reihige  Functionaldoterminante  schreiben: 

Dabei  soll  die  Ueberstreichung  der  Functionen  x**-*/*,  .  .  i  ,  a;^/ 
bedeuten,  dass  man  sie  durch  die  n  Reste  zu  ersetzen  hat,  welche 
sich  durch  Division  mit  ^(a;)  ergeben. 

Ist  nun  m'  der  Grad  von  /'+9  •  ^^j  so  hat  man   aus  demselben 
Grunde: 


Offenbar  ist  wegen 

«•'(/'  +  9  .  1/;)  =  a'/  (mod  qp) 

und  wegen  der  Bedeutung  der  Ueberstreichung: 


a:»(/'+9'  .  V)  =  xif    (i  =  0,  1  .    .   .  ,  w  -  1) 
mithin 


Diese  Gleichung,  mit  derjenigen  ftir  i?/,^?  verglichen,  giebt: 
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Das  Besultat  lässt  sich  einfacher  schreiben,  wenn  man  benatzt,  dass 

ist.    (vgl.  Gordan,  a.  a.  0.  Seite  146.) 
Man  erhält  so: 

Addirt  man  also  zu  der  zweiten  Function  in  R^j  die  erste ,  mnlti- 
plicirt  mit  einer  beliebigen  ganzen  Function  V'(«),  so  reproducirt 
sich  Rq,^  multiplicirt  mit  einer  Potenz  von  b^ ,  deren  Exponent  die 
eingetS'etene  Erhöhung  (Erniedrigung  als  negative  Erhöhung  gerech- 
net) des  Grades  der  zweiten  Function  angiebt. 

Hierbei  sind  über  den  Grad  der  auftretenden  Functionen  kei- 
nerlei Voraussetzungen  gemacht,  und  es  w&re  demnach  die  in  der 
oben  citirten  Anmerkung  aufgestellte  Frage  vollständig  erledigt. 
Zugleich  ist  fttr  den  schon  bei  Gordan  erledigten  speciellen  Fall 


ein  neuer  Beweis  geliefert. 


m'  «■  w 


Anmerkung:  Nachträglich  bemerke  ich,  dass  in  dem  Lehrbuch 
der  Algebra  von  Weber  (2.  Heft,  Band  I.  S.  176,  Formel  10)  das 
Resultat  dieser  Notiz  enthalten  ist.  Die  Ableitung  von  Weber  ist 
allerdings  eine  andire  als  die  hier  gegebene  und  benutzt  den  Aus- 
druck der  Resultante  durch  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen. 
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XXII. 

Dynamische  Betracbtungen. 

Von 

Tb.  Schwartze. 


Yop  Qalileii  ist  auf  Grund  der  Wahrnelunang  der  Muskelkraft 

^  gegenwärtig  in  der   Physik  noch  gültige  Mass  d^  Kraft  im 

Prpdact  der  Masse  M  und  der  Beschleunigung  der  irdischen  Schwelr- 

kraft     festgestellt  worden,  so  dass  bei  der  Bezeichnung  der  Kraft 

mit  JF^  die  Crleicbung  gilt: 

F  ^  Mg 

Hierbei  ist  das  Symbol  M  der  Masse  nur  als  ein  Wertigkeitsfactor 
der  Kraft  anzusehen,  welche  für  die  Einheit  der  Masse  {M^  »  1) 
dem  Zahlenwerte  nach  gleich  der  Beschleunigung  ist 

Von  Newton  wurde  der  Kraftbegriff  weiter  ausgebildet  und  in 
der  Bedeutung  einer  Function  zwifcfajen  Masse  und  Baumstrecke  auf- 
gefasst,  indem  er  das  Product  der  als  Wirkung  und  Gegenwirkung 
in  Beziehung  tretenden  Massen  mj  und  m^  direct  proportional  der 
zweiten  Potenz  der  zwischen  den  beiden  Massenmittelpunkten  vor- 
handenen und  also  in  Mitwirkung  tretenden  Raurostrecke  r  setzte. 
Mit  Rücksicht  hierauf  ergab  sich  die  Gleichung: 


oder  für 

die  gewöhnliche  Formel 


m|    =  »»2  =  ^ 


I 
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Hierbei  kann  mit  Bezug  auf  das  beliebig  zu  wählende  Masssystem 
dem  zweiten  Gliede  noch  der  Factor  h  zur  Bestimmung  des  nume- 
rischen Wertes  der  Kraft  beigefügt  werden. 

Diese  Newton'sche  Kraftformel  deutet  auf  den  Begriff  der  Cen- 
tralkraft  hin  und  gilt  nicht  nur  für  ponderable  Massen,  sondern  auch 
(in  der  Formel  des  Coulomb'schen  Gesetzes)  für  unponderable 
Massen,  wie  solche  bezüglich  der  Erscheinungen  der  Elektricität, 
des  Magnetismus,  der  Wärme,  des  Lichtes  und  Schalles  inbetracht 
zu  ziehen  sind.  Da  die  bei  den  im  freien  Räume  concentrisch  in 
Kugelflächen  sich  ausbreitenden  Centralkräften  die  zweite  Potenz 
des  vom  Centrum  ausgehenden  Kraftstrahlos  der  entsprechenden 
Kugelfläche  direct  proportional  ist,  so  wird  durch  die  Grösse  r* 
eigentlich  die  Flächengrösse  zum  Ausdruck  gebracht  und  es  bedeutet 
daher  die  Kraft  F  die  Anzahl  der  aus  der  gegenseitigen  Massen- 
wirkung sich  ergebenden  Wirkungseinheiten,  welche  auf  die  Flächen- 
einheit entfallen.    Demnach  entspaicht  das.Product 

der  wirksamen  Gesamtkraft  einer  durch  die  Centralkraft  entwickelten 
Aequipötentialfläche.  Es  folgt  daraus  der  Begriff  des  Gegeneinander- 
wirkens  eines  inneren  und  äusseren  Kraftfeldes,  welcher  Begriff  z.  B. 
durch  den  Ballungsact  eines  im  Räume  sich  bildenden  Weltkörpers 
veranschaulicht  wird,  wobei  die  bleibende  Gravitationswirkung  als 
ein  Nachhall  dieses  Ballungsactes  angesehen  werden  kann. 


m^ 


Setzt  man 

r 

und  nimmt  man  an,  dass 

die  Gesamtmasse  des  Systems  ausdrückt,  so  ist 


9 


Die  Beschleunigung  g  und  die  Beschleunigungswirkung  der  Kraft- 
entfaltung im  allgemeinen:  ist  als  eine  vom  Nullpunkte  der  Geschwin- 
digkeit bis  zu  einer  gewissen  relativ  oder  absolut  genommenen  Ge- 
schwindigkeitsgrenze V  anwachsende  Wirkungsgrösse  anzusehen, 
welche  durch  die  beim  Aufhören  der  Beschleunigung  hervortretende 
Geschwindigkeit  gemessen  wird,  wobei  der  Zeitverlauf  des  dynami- 
schen Vorganges  als  die  specifische  Zeiteinheit  der  Kraftentfaltung 
angesehen  werden  kann,  so  dass  die  Endgeschwindigkeit  v  dem  rela- 
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tiven  bzhw.  dem  absoluten  Maximam  der  EraftentfaltUDg  entspricht. 
Die  Greuzcn  des  dynamischen  Vorganges  liegen  also  zwischen  dem 
statischen  Zustande  der  zeitlosen  Ruhe  und  der  zeitlosen ,  weil  un- 
veräuderlichen  Geschwindigkeit,  welche  durch  das  feste  Yerhältniss 
TOn  Kraftstrecke  und  specifischer  Zeiteinhißit  gegeben  ist. 

Indem  also  die  Beschleunigung  im  positiven  Sinne  dem  Ueber- 
gange  des  Ruhezustandes  in  den  Geschwindigkeitszustand  und  im 
negativen  Sinne  der  ümkehrung  dieses  Ueberganges  entspricht,  rouss 
ihre  Grösse  in  jedem  Augenblicke  des  dynamischen  Vorganges  aus 
dem  Product  zw'eier  Factoren:  Druck  und  Geschwindigkeit  hervor- 
gehen. Dies  gilt  natürlich  auch  für  die  Kraft,  welche  bezüglich  der 
Masseneinheit  der  Beschleunigung  gleiohwisrtig  ist.  Hiernach  ge- 
winnt man  für  jeden  Augenblick  der  auf  Beschleunigung  beruhenden 
Kraftenthaltung .  für  die  momentane  Wertigkeit  der  Kraft  den  Aus- 
druck 

V  .  c  «=  ^,     wobei    ^  *=*  o 

als  constanter  Wert  der  mittleren  Geschwindigkeit  dem  Drucke  oder 
der  wirksamen  Spannung  zwischen  Wirkung  und  Gegenwirkung  ent- 

spricht.  Den  Ausdruck  ^  hat  man,  mit  Bezug  auf  die  Massenein- 
heit, als  die  lebendige  Kraft  bezeichnet.  Zu  diesem  Ausdrucke  ge- 
langt man  auch  durch  die  folgende  Betrachtung. 

Die  Beschleunigung  y,  welche  durch  die  am  Ende  der  ersten 
Secunde  der  freien  Fallbewegung  eines  ponderablen  Moleküls  ent- 
wickelte Geschwindigkeit  gemessen  wird^  ist  in  ihrer  Wirknngsgrösse 
am  Ende  der  zweiten  Secunde  sowol  der  zurückgelegten  Kraftstrecke 

yt^  ^  2g  ^  8 

als  auch  der  relativen  Endgeschwindigkeit 

proportional'.  Beide  Wirkungsfactoren  sind  gleich,  so  dass  ein  re- 
latives Maximum  der  Wirkung  vorhanden  ist.  Die  momentane 
Wirknngsgrösse  seihst  ist  aber  durch  das  Product 

ZQ  messen.  Reducirt  man  diese  in  zwei  Zeitintervallen  zustande  ge- 
kommenen Wirknngsgrösse  auf  das  erste  Zeitintervall,   so    ergiebt 


sich  wieder  der  für  die  lebendige  Kraft  geltende  Ausdruck  — . 


/ 
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Indem  maa  nun  mit  Serag  auf  die  vorher  aafgeaieUte  Gleichu^ 

1 

die  Ranm-  oder  Kraftstrecke  r  als  Maats  des  ZeitTorlanfB  ansieht  «ad 
t  der  Zeit  t  proportional  setzt,  erhält  man 

g  =  -i    nnd    also    V^  —  - 

£s  entspricht  aber  der  Qnatient    -  der  sogenannten  Winkelgeschwia- 

digkeit  nnd  ^  der  Winkelbeschlennignng.    Diese  Begriffe  gelten  aack 

fttr  die  relativ  unendliche  Strecke  s,  für  welche  die  kreisende  Be- 
wegung zwischen  beliebigen  Grenzen  als  geradlinig  gelten  kana. 
I)emnach  haben  die  Ausdrücke 

Vg^j    und    flr  -  ^  -  ^ 

ganz  allgemeine  Bedeutung,  indem  man  bei  jedem  Vorgänge  der 
Krafteutfaltung  in  der  Hauptsache  nur  zwei  Zeitinte^alle  zu  unter- 
scheiden hat.  Dämlich  das  Zeitintervall  der  variabeln  oder  dynami- 
schen Wirkung  und  das  Zeitinterrall  der  als  Buheznstand  oder  als 
Geschwindigkeit  auftretenden  stationären  oder  constanten  Wirkang, 
wie  dies  schon  von  Hamilton  durch  Aufstellung  des  Princips  der 
variabelti    und  der  stationären  Action  angedeutet  worden  ist. 

Mit  Bezug  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit 

V 

ergiebt  sich  als  Ansdrack  für  die  lebendig«  Kraut 

"   =4 

Mit  Bezog  auf  das  von  Lagraage  an  die  Stelle  des  Principe,  des 
Maximums    und  Minimums    g^^ten  Princips.   der  grüsste»   nnd 

kleinsten  lebendigen  Kraft  ist    —  als  das  Symbol  der  grössten  and 

Y  als  das  Symbol  der  kleinsten  lebendigen  Kraft  anzusehen,  welche 

letztere   im   stationären   oder   statischen  ^Zustande   in  Betracht    zn 
ziehen  ist. 


Schwarize:  Dynamische  Betrachtungen,  209 

Die  im  4.  Hefte  dos  Jahrganges  1897  dieses  Archivs  entwickelte 
meine  Gleichung  der  Djmamik: 

-^ ^  —  i?!  Äo  cotang  «  COS  y 

geht  bei  Gleichheit  der  die  Gleichungen 

"2"  =»  v,* +  *'«*  + «'i^'s cos« (1) 

7? « 

—  '^  Vi^  +  vJ^  — v^v^cos et (2) 

bildenden  Elementarkräfte  v^  und  v^  in  die  Form  über 

Jl  2         Jl  2 

-^ 2"'"  ÄiÄgCOtangff (3) 

indem  durch  die  Gleichung 

2vj  1^2  sin  er 
cos<p  =     ,  —  ^=r 

y  (vj*  -)-  vg^)*  H-  4  üi*  «2*  cos*« 

bestimmte  sogenannte  Ccmpensationswinkel  gleich  eins  wird.  Es 
entspricht  aber  der  Winkel  <p  dem  Complement  des  kleinsten  Win- 
kels y,  welchen  die  Resultanten  E^  und  R2  mit  einander  ein- 
schliessen,  wie  in  dem  früher  veröffentlichten  Artikel  nachgewiesen 
worden  ist 


Addirt  man  in  Gleichung  (3)  beiderseits  i^^^  ^o  ergiebt  sich: 

-2"^~2   ^  V+^i  Ä2Cotanga 
oder  auch 

Diese  Gleichung  entspricht  einer  Kreislinie,  deren  Durchmesser 


8 

4 


ist,  wie  aus  Fig.  1  auf  Tafel  III.  ersichtlich  ist,  worin  m  der  in  der 
Kreislinie  liegende  Durchschnittspunkt  der  Resultanten 

ac  =»  Ri     und     bd  =^  R^ 

ist;  die  den  Seiten  des  Parallelogramms  aled  entsprechenden  Ele- 
mentarkrÄfte  sind  hierbei  gleich.  Der  Winkel  dah  ist  gleich  «  ge- 
setzt und  ist  stets  kleiner  als  90",  indem  der   rechte  Winkel  seinen 

Arch.  d.  Math,  u  Phys.    2.  ?.eihe,  T.  XTIT,  \  4 
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Grenzwert  bildet,  so  dass  bei  Ueberschreitnog  dieses  Grenzwertes 
der  diametral  liegende  Winkel  in  Betracht  kommt  In  der  Figur 
ist  also 

am  —  "ö      und      hm  ^    - 

so  dass  die  Gleichung  gilt: 

D«  «  -^  +  -^  cotang« 
und 

4 

einer  constanten  Summe  entspricht. 

Wird  B^  unendlich  klein ,   so  ist    72^  »  0    und  anstatt  i^  das 
Differential  dR^  zu  setzen.    Der  Winkel  a  nähert  sich  dabei  dem 

Grenzwerte  null,  so  dass  cotga  in   -r  übergeht    Es   besteht  dem- 
nach die  Gleichung: 

4  2    da 

Für 

«?!  ■=  vg  =  «>    und    cos  «  =  1 

folgt  aus  Gleichung  (1) 

-j-  =  v^     und    ^  =»  ü 
4  2 

Aus  Gleichung  (2)  folgt  für 

i2j,«  -  2v«(l— cos«)  =  4v2sin2 ? 

demnach  ist  für  den  der  Grenze  null  sich  nähernden  Winkel  a  za 
setzen 

2da^^ 
Man  erhält  also  die  identische  Gleichung : 

Ans  der  Figur  folgt,  dass  bei  der  kreisenden  Bewegnng  die 
Punkte  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  diametral  zu  einander  iu 
der  Kreisbahn  liegen  und  dass  also,  wenn  der  eine  Wirknngspunkt 
sich  im  Maximum  seiner  Geschwindigkeitsentfaltung  befindet,  der 
diametrale    Gegenpunkt    in    das    entsprechende   Minimum    eioge- 
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treten  und  also  relativ  in  Ruhe  ist.  Es  folgt  daraus  aber  anch,  dass 
das  Eraftcentrum  oder  der  Massenmittelpunkt  des  kreisenden  Sy- 
stems au  der  kreisenden  Bewegung  teilnimmt,  indem  das  ganze 
System  um  Momentanachsen  rotirt.  In  der  Tat  entspricht  diese  An- 
schauung dem  bekannten  Satze,  dass  unter  der  Einwirkung  äusserer 
Kräfte  sich  alles  so  verhält,  als  wenn  alle  Massen  und  Kräfte  in  diesem 
Pnnkte  vereinigt  wären  und  das  System  im  übrigen  nicht  existirte. 

Wird  nun  mit  Bezug  auf  die  vom  Massenmittelpunkte  durch- 
lanfene  Kreisbahn,  deren  Eadins  der  specifischen  Einheit  der  radi- 
calen  Kraftstrecke  entspricht,  die  Tangentialgeschwindigkeit  unter 
der  Bezeichnung  „Winkelgeschwindigkeit''  gleich  w ,  so  ist  natürlich 
die  Geschwindigkeit  der  kreisenden  Bewegung,  die  hier  als  Wellen- 
bewegung charakterisirt  ist,  in  der  Entfernung  r  von  dem  geome- 
trischen Drehungscentrum  durch 

gegeben.  Es  muss  daher  das  physische  Drehungscentrum,  weiches 
den  momentanen  Drehachsen  entspricht  und  sich  selbst  in  kreisen 
der,  oder  im  allgemeinen  in  schwingender  Bewegung  befindet,  vom 
geometrischen  Drehungscentrum  unterschieden  werden.  Hierauf  be- 
gründet sich  die  Erklärung  der  Präcession  und  Nulation  frei  roti- 
render  Körper. 

Zerlegt  man  also  v  in  seine  beiden  Factoren  w  und  r  und  zieht 
man  den  Drehungsradius  r,  sowie  die  Winkelbeschleunigung  w^  in 
Betracht,  so  kann  man  die  Grösse  v*,  welche  als  Potential  zu  be- 
zeichnen ist,  in  die  Factoren  r  und  w^r  zerlegen,  wobei 

als  Centripetal-  oder  Centrifugalbeschleunigung  bezeichnet  wird. 
Man  erhält  also  die  gewöhnliche  Gleichung  der  kreisenden  Bewegung 
in  der  Form 

V^     e=a    pr 

R  * 

wobei  t?2  der  kleinsten  lebendigen  Kraft  -^  entspricht. 

Wird  in  diese  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit 

V 
W   sss   - 

r 

eingeführt,  so  ergiebt  sich: 

14* 
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oder,  da  tu  —  -  zu  setzen  ist,  and  wenn  p  ^  g  gesetzt  wird ; 

-Vi 

Hierdurch  wird  die  Zeit  für   kleine  isochrone  Pendelschwingangea 
znm  Aasdrnck  gebracht. 

Das  Gesetz  der  auf  Wirkung  und  Gegenwirkung  beruhenden  Zu- 
sammensetzung der  Kräfte  lässt  sich  in  einfacher  Weise  aus  dem 
Ausdrucke  der  Centralkraft  ableiten. 

Der  dreidimensionale  Raum  wird  durch  drei  auf  einander  senk- 
rechte Ebenen  in  acht  Würfelecken  bzhw.  in  acht  gleich  grosse 
Würfel  eingeteilt,  deren  Kante  als  lineare  Kraftstrecke  durch  v  be- 
zeichnet sein  mag.  Die  Gesamtwirkuug  des  Kraftfeldes  wird  daher 
durch  das  Symbol  8r'  ausgedrückt.  Wird  das  ganze  Kraftfeld  als 
Würfel  gedacht  und  seine  Wirkungsgrösse  auf  die  sechs  Würfelseiten 
verteilt,  so  entfällt  auf  eine  Würfelseite  und  also  auf  jede  der  sechs 
Raumrichtungen  (Zenith,Nodir,  Osten,  Westen,  Süden,  Norden)  die 
Wirkungsgrösse 

Differentiirt  man  diesen  Ausdruck,  so  erhält  man: 

Es  ist  aber 

^^  =  ^ 

und  es  entspricht  dv  dem  Begriffe  der  Beschleunigung,  also  einer 
von  null  bis  zur  spccifischen  Einheit  anwachsenden  Grösse,  so  dass 
also  dv  im  positiven  Sinne  durch  die  Wiukelfunction  des  Cosinns, 
im  negativen  Sinne  durch  die  Wiukelfunction  des  Sinus  ausgedrückt 
werden  kann,  wobei  diese  Functionen,  als  gegenseitige  Differentiale 
zur  Geltung  kommen,  indem  der  Cosinus  dem  Wachstum  (bzhw. 
der  Beschleunigung)  des  Sinus  und  der  Sinus  dem  Wachstum  (bzhw. 
der  Beschleunigung)  des  Cosinus  entspricht. 

Wir  setzen  demnach: 

4  Vi '  cos*  2  ■"  ^*    ^^^    ^  ^i^  sin*  ^  =  ^* 

sodass 

jBj2  —  „«,j2(l  f  cos«)    und    Ä2«  -  2i;««(l  — cos«) 

woraus  sich  die  schon  früher  aufgestellten  Gleichungen  der  Elementar- 
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kräfte  mit  Bezag  auf  die  verschiedene  Gi*ö88e  der  sich  zasammen- 
setzenden  Kraftgrössen  ergeben. 

Berücksichtigt  man  die  von  Lagrange  aufgestellte  Orundgleichung 
der  Statik: 

so  ist  klar,  dass  dieselbe  sich  auf  zwei  Glieder  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  reduciren  lässt,  so  dass  man  setzen  kann: 

Diese  Gleichung  erhält  eine  dynamische  Bedeutung,  wenn  anstatt 
nnll  eine  endliche  Grösse  gesetzt  wird,  indem  man  schreibt: 

P  .  dp  —   Q  .  dgi  ^  U 

Mit  Bezug  auf  die  obigen  Entwickelungen  können  aber  die  Be- 
ziehungen angenommen  werden: 

P  ,dp  ^  Ä,«     und     Q  .dq  ^  R^^ 

woraus  unter  der  Bertlcksichtigung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt 

i?i«  -  Äg*  «  4t7^v2C0sa 

Hieraus  ergiebt  sich  aber,  dass  an  Stelle  der  von  Lagrange  auf- 
gestellten allgemeinen  Grundgleichung  die,  vorhin  aus  dem  Begriffe 
der  Centralkraft  bzhw.  der  virtuellen  Momente  entwickelte  Gleichung: 

—^ ^  =«  Äj  i?2  cotangacosg» 

gesetzt  werden  kann,  welche  man  in  ihrer  Zusammensetzung  der  Form 
der  berühmten  Maxweirschen  Gleichungen  über  die  magnet- elektri- 
sche Wellentheorie  zu  Grunde  gelegt  hat 
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XXII. 

Einige  Bemerkungen  zur  Lagrange'sclien 

Interpolationsformel. 

Von 

Wladimir  Lewicicy  in  Tamopol. 


1.    Wie  bekannt,  gebraucht  man  jene  Formel  nur  eine  rationale 
Function  nten  Grades  y  — /(a;),  die  den  Werten 

05  =»  flji  aj2  ys  •   •   •  ^»+1 
zugeordnete  Functionswerte 

y  =  yi  ^2  ys  •  •  •  yn+i 

annehmen  soll,  zu  bilden. 

Hat  nämlich  jene  Function  die  Gestalt 

y  =»  Oo-f-aijc  +  aj«*  +  .    .    ,  ••\^  chix^  =  f(x)  1) 

80  soll  eine  Reihe  folgender  Gleichungen  stattfinden: 

yi  —  öo+^i^i +«8^1*  +  •   •   •  +  öwic," 

Pi  =  ^O  +  ^I  ^2+^^«*  +  •     •     •  +  «»3^2'* 


yn+l  —  Oo  +  ^l^w+^  +  Os^w+l'  +  •     •     •  +  ÖMiTM-l-l** 

Fasst  man  diese  (n-|-2)  Gleichungen  (Gleichung  1  mitgerech- 
net) als  linear  in  den  Unbekannten  —  1,  oq,  a^, .  .  .  an  auf,  so  wird 
die  Determinante  dieses  Gleichungssystemes : 


i 


zur  Lagrange* sehen  Interpolations formet. 
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y 

1 

X 

x^ 

.     .     .«» 

y\ 

1 

«1 

x,^ 

.     .     .  X^^ 

Vi 

1 

a^s 

^2* 

.     .     .  OJj** 

0 


yn+1     1     a:»4-i     «»+1*  .    .    .  Xn^V 


Ordoen  wir  dieselbe  nach  der  ersten  Golonne,  so   bekommen  wir 
folgende  Function: 

y(9'l—X2)(Xi^XQ)  .     .     .  (iCi—iCn+l)(X2— a^s)  .     .     .  {x^—X»^!  .     .     . 

.     .     .  {Xn—Xn^i)  — 

— yi(«— a^2)(a'— 3:3)  .    .    .  (x—Xn-^1  .    .    .  (ar;— -arw+l  +  .    .    .  «  0 

oder  auch 

**"ü  ^   (^— a-,)(a:    x.^)  •    .  (x—Xv~i)(x—Xv^i)  .    .  (x—Xu^i)  .^^ 

Es  ist  eben  eine  Lagrange'sche  InterpolationsformeP). 

Diese  Formel  entspricht  den  Forderungen,  und  da  sie  auf  (n-|-l) 
Stellen  dieselben  Werte  annimmt,  wie  die  Function  1),  so  sind  nach 
der  Functionenlehre  die  beiden  Functionen  identisch. 

Die  zu  y  angehörige  Unterdeterminante  d.  i. 


A- 


1      Xi 

1     «2 


X- 


2 


2 


^2 


.  a?!»» 


»2' 


•  • 


0 


so  lange  die  Wurzeln  einfach  sind.  Die  genannte  Formel  hat  nur 
für  solche  Wurzeln  die  Bedeutung  und  nur  für  solchen  Fall  gelten 
unsere  weiteren  Betrachtungen. 

Indem  wir  die  identische  Relation  2)  nach*  den  Potenzen  der 
Variablen  ordnen,  so  bekommen  wir  durch  Vergleich  mit  der 
Gleichung  1)  die  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  oqo^  ,   .   .  om.   Das 


1)  Vgl    0.  Biermann,  Theorie  der  analytischen  Fanetionen  S.  9^. 
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aber  kann  man  vermeiden,  indem  man  die  Determinante  J  nach  der 
ersten  Zeile  ordnet:  da  bekommt  man: 


Ay^ 


.V«        *2 


SB,' 


a-j* 


yn-i     o-ayK     aJw4-i*  .    .    .  a'n+i 


-f-'aj 


±»»» 


Vi 
Vi 


yn+i 


yi 


y2 


yn+i 


^' 


•         •         •     wi 


1     a;. 


2 


•        •         •     •Ti 


1  % 

1         iTj 


8 


1      «H+1*     .     .     .  Xn-^  \* 


n-1 


•         •         • 


Xfi 


a-l 


1     otm+I  .    .    .     a*H+l*»+^ 


.  + 


0 


3) 


als  dritte  Gestalt  der  Fnnction  y  »  f{x)  nten  Grades.     £&  ist  er- 
sichtlich, dass  jeder  Coefficient 

«1»  =  T  j- 

wo  ^r  die  zum  Elemente  x^  der  Determinante  ^/  —  0  angehörige 
Unterdeterminante  darstellt. 

2.    Die  Form  3)  gibt  uns  zugleich  die  Möglichkeit  zu  erkennen, 
ob  und  wann  die  Function  nten  Grades,  die  den  Werten 

ÄCj  ajj  .    .    .  Xn+i 

untergeordnete  Functionswerte 


annehmen  soll,  zu  bilden  möglich  ist. 
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Da«  soll  der  Stoff  ooserer  Betrachtungen  werden. 

Nehmen  wir  zuerst  den  Fall,  dass  die  Werte  {y^  ya  •  •  •  y»+i) 
iflit  den  Werten  (x^  »2  •   •   •  «»h+i)  durch  die  Relationen 

yv  =^  xv         (v  =  1,  2,  .    .  n-f- 1) 
verbanden  sind. 

In  dem  Falle  erhellt  aus  der  Form  3),  dass  eine  solche  Func- 
tion die  Gestalt 

y  —  Ä  •«  0 

hat,  denn  alle  ünterdeterminanten ,  die  in  jener  Form  vorkommen, 
verschwinden,  die  zu  x  angehörige  Unterdeterminante  ausgenommen, 
welche  den  Wert  -  Aq  annimmt. 

Es  ist  aber  keine  Function  nten  Grades.  Wir  sehen  also,  „dass 
eine  Function  »ten  Grades,    die  an  den  (w  +  1)  Stellen  «j  arg  .   .    . 
«n+i  Werte  annimmt,  nicht  existirt.*' 

Dasselbe  bleiht  auch  im  Falle 

yv  =  axv 

wo  a  eine  beliebige  Gonstante  ist  (für  alle  v  —  1,  *^,  .  .  .  n+1 
dieselbe). 

3.  Wir  betrachten  nun  einen  allgemeineren  Fall,  wo  die  Func- 
tioDswerte  yv  mit  den  Werten  xv  durch  folgende  Gleichungen  ver- 
bunden sind: 


4) 


/. 


Wir  nehmen  dabei  an,  dass 

> 

< 

aber  jedes   A«  <  n.     Was  9  anbelangt,   so   unterscheiden  wir  drei 
Fälle: 

p  =*  n 
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a)  Nehmen  wir  an  den  ersten  Fall ,  dass  p  < « ;  wir  haben 
uun  (n-f-l)  Gleichnngon,  die  in  Bezng  auf  (^-f-l)  Unbekannte  1, 
ffj  .  .  ,  a^  linear  sind.  So  sind  —  wie  in  der  Theorie  der  Glei- 
chnngen  bekannt  ist  —  (n — g)  Gleichungen  überflüssig,  und  es 
existiren  oo**'^  Systeme,  die  den  Gleichungen  4)  genngtnn. 

Lassen  wir  (n—g)  Endsgleichnngen  4)  beiseite,  so  bleiben  uns 
folgende  Gleichungen  : 


yc+i+«i^e+i^*~f"**2^e+i^'  +  .  .  .  +«(»3^(»4i^(» 


0 


Da  es  ein  System  von  gleichzeitigen  Gleichungen   ist,  so  muss 
die  Determinante: 


D,= 


Vi 


»•2^»       .    .    .  Xg^P 


0  sein. 


!/Qil     i^p+1^»  .    .       a-Q^i^Q 


Der  Grösse  g  entsprechend  bekommen  wir  eine  gewisse  Anzahl 
solcher  Determinanten,  da  wir  im  Gleichungssyteme  4)  (u  —  g)  Glei- 
chungen in  beliebiger  Weise  beiseite  lassen  können. 

Wir  haben  zwar  oc»»-C  Systeme  (la,a2  .  .  •  a^),  diese  sind  je- 
doch so  zu  wählen^  um  die  Bedingungen  I>p  zu  erfüllen. 

Trachten  wir  nun  eine  Function  n  ten  Grades  zu  bilden,  die  an 
den  Stellen  xv  die  durch  Gleichungssystem  4)  bestimmten  Werte  yv 
annehme. 

Die  Determinante  Ab  bleibt  unverändert,  da  sie  von  y  unab- 
hängig ist,  jede  andere  Determinante 


AK 


Vi 


1       X-i 


1       X 


2 


«        • 


•        . 


yn^l     1     iTwfl 


.  Xt 


'%' 


*"+x''»+l        «^«+1^,^.1    .      .   «H-l-I» 
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wird  infolge  der  Gleichungen  4)  zar  Summe  der  Determinanten,  die 
aber  alle  zu  null  werden,  da  in  ihnen  je  zwei  Colonnen  identisch 
sind  (weil  X5  ^^  .   .    .   zl  w) ;  es  bleibt  nur  die  Determinante 


«» 


1  .   .    .  x^K*-^ 

1   .      .      .  X2^8^1 


fr  M 


3^2^ 


A 


Es  ist  aber  evident,  dass: 

ist;  unsere  Function  gewinnt  also  (nach  Abkürzung  durch  -^5)  die 
Form 

y-^-Oi  x^i-\- a.j^x^i -^  .    .    .-j-of^rY»  =   0 

es  ist  aber  keine  Function  wten  Grades.  „Es  existirt  also  keine 
„Function  wten  Grades,  die  an  den  Stellen  xv  die  durch  Gleichungs- 
„systeija  4)  bestimmten  Werte  j/q  im  Falle  q  <,  n  annehme." 

b)    Betrachten  wir  nun  den  zweiten  Fall,  d.  i.  q  =  n. 

In  dem  Falle  gibt  es  nur  ein  System 

(1       Cf,       «2  .      .     .  Of^) 

der  Gleichungen  4).    Für  dieses  System  gilt  die  Relation: 

^2        ^2  *  •    •    •  ^2  « 


W  — 


=  0 


Wie  oben,  muss  auch  hier  die  Function  die  Gestalt 

annehmen,    es   existirt   also  auch  in  dem  Falle  keine  Function 
nten  Grades. 

c)  Es  bleibt  noch  der  q  >  n.  Diesen  Fall  kann  man  aber  auf 
den  früheren  Fall  zurückführen,  so  lange  U  <  w.  Denn  in  dem 
Falle  gibt  es  der  Exponenten 
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1      2  •     •     •  ^p 

Q ;  diese  Zahlen  sind  kleiner  als  n,  sie  müssen  also  in  einer  gewissen 

Reihe  die  Zähler  

12  3..   .^^ 

darstellen.    Da  nun  (»  >  n,  so  müssen  einige  A  paar  mal  vorkommen, 
jedenfalls  aber  lässt  sich  yp  auf  die  Form : 


f/v  +  «i' a:„Aj  _|.  cc^'  rcjc^  _j.  .    .    •  +  «ju'  «"v^^ 


< 


n 


zurückführen,  d.  h.  dass  aach'  in  dem  Falle  die  Function  nten  Gra- 
des mit  (w+1)  gegebenen  Werten  nicht  existirt 

4.  Es  handelt  sich  nun  um  eine  nähere  Bestimmung  der  Be- 
dingung, dass  für  das  Gleichungsystem  4)  eine  Function  nten  Grades 
mit  (n-f-l)  vorher  gegebenen  Werten  nicht  existirt. 

Die  Gleichungen  4)  haben  nur  dann  endliche  Auflösungen  in 
(1  ttj  ^2  .   .   .  a^),  wenn  die  Determinantenwerte 

Vi        x^^i  .   .   .  x^^Q 

t/i         JCjj^i  .    .    .  x^^Q 


W 


y<>+i       X^-^-l'^i 


.  X 


C+i'^' 


Solcher  Determinanten  gibt  es  mehr  oder  weniger  je  nach  dem  Werte 
g.    Diese  Determinante  zeigt  uns,  dass  die  Werte  yv  mit  jenen  vou 

0*9  (v  =*  1,  .   .   .  Q'{'1)  in  einer  Beziehung  stehen,  und  alle  Deter- 
minanten deuten  auf  eine  Beziehung  zwischen  den  Grössen  yv  und 

arv  (v  =  1,  .    .    .  n-f-l). 

Die  Existenz  der  Gleichungen  PF»  0  bildet  eine  notwendige 
Bedingung  für  den  Fall,  wenn  die  Function  n  ten  Grades  mit  (n^-l) 
vorher  gegebenen  Werten  nicht  existiren  darf;  denn  wären  alle, 
F  — *  0,  dann  wären  alle 


oder 


«2  = 


«/ 


0 


yi  ^  ^2  =  •  •  •  —  ^1    d.  h. 

y  -  f(x)  =  0 


ein  Fall,  den  wir  vornhinein  ausschliessen. 


zur  Laßrange* sehen  InterpolationsformeL 
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Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend,  denn  nur  indem 
Fr=0i8t: 

y"h"i^'~f""2***  +  •   •    •  4*  a^«^  «™  0 

d.  i.  die  Function  f{x)  nten  Grades  kann  nicht  gebildet  werden. 

Wir  haben  oben  gesagt,  solcher  Bedingungen    TF  »  0   gibt  es 
mehr,  je  nach  dem  Werte  von  q. 

Wenn  wir  aber  nun  eine  einzige  von  diesen  Bedingungen  in  Be- 
tracht ziehen,  so  gehören  zu  derselben  unendlich  viele  Systeme: 

(1    ttj    CTg  .     .     .  Uq)  6) 

die  die  Auflösung  der  (^+1)  Gleichungen  bilden,  da  auch 

(C     C<Y,     Ca^  .    .    .  CaX) 

wo  C  eine  beliebige  Grösse  ist,  ein  System  ist.  Doch  löst  dieses 
System  6)  auch  alle  Gleichungen  4)  auf,  und  ftlr  ein  solches  Sy- 
stem gibt  es  keine  Function  nten  Grades.  Es  reicht  also  eine 
binzige  Bedingung  F' «  0,  und  zwar  am  besten: 


W  = 


2^2 


X- 


K 


a?/. 


0 


vollkommen  aus. 

„Wenn  also  zwischen  (()  +  l)  Werten  xv  und  (p •*[- 1)  Werten  yv 
„die  Relation  Tl^  =  0  stattfindet,  so  müssen  auch  eo  ipsö  die  Rela- 
„tionen  zwischen  allen  (w  +  l)  Werten  xv  und  allen  (n+1)  Werten 
,,^y  vorkommen^*,  und  die  Lagrang^s'sche  Interpolationsformel  redu- 
cirt  sich  auf  eine  Function  niederen  Grades. 

5.  Nehmen  wir  jetzt  den  Fall  an,  dass  in  den  Gleichungen  4) 
wenigstens  einige  A«  gleich  n  sind. 

Es  ist  dann  ersichtlich,  dass  die  Interpolationsformel   die  Ge- 


stalt: 
oder: 


AQy-\'AQxa^'\-AQX^a^-];-.    .    . -\' Aq x*^ ctn  =  0 


y+ciiX-\-  .    .    .  +  «n«** 


0 


annehmen  werde,  dass  also  in  dem  Falle   eine  Functionnteu 
Grades  mit  (n-f-1)  vorher  gegebenen  Werten  existirt. 
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Wären  h  >  w,  so  reducireu  sich  die  za  aj»  angehörigen  Deter- 
minanten auf  Äfi  nicht,  sondern  lassen  sieb  durch  Summen  von 
mehreren  Determinanten  vertreten ,  und  die  Lagrange'sche  Formel 
bekommt  eine  volle  Bedeutung. 

6.  Kehren  wir  nun  zu  den  Gleichungen  4)  zurück,  doch  nebmen 
wir  an,  dass  in  allen  Gleichungen  die  Coeflicienten  verschieden  sind  -, 
dann  haben  wir: 

Vi  +  ^n  «/*  +  «i2a^i^*+«i3a^i^'  +  •    •    •  +  «i^  ^x"^  =  ^ 

7) 


yA-f-l  +  att+i,l3*Mfi^i-f(v„+i,-2rrw-fi^i-|-aw-l(*>  +  .    . 


0 


wobei 

As     <    W,        ast    ^   C(t8 

Dann  ist  die  Determinante: 


yi 

y% 


K 


rco^i 


yn+l      Xn\^\ 


^. 


a-«+i 


h 


0 


d.  h.,  dass  zwischen  den  Werten  yv  und  «^  (v  «  1,  2,  .  .  .  n+  1) 
eine  Relation  ohne  ein  freies  Glied  nicht  besteht.  Für  ein  solcbes 
System  2/T  und^v  existirt  immer  eine  Function  nten  Grades  mit 
(n-j-1)  angegebenen  Werten. 

Nehmen  wir  statt  {y^  3^2  ..    .  2/n+i)  die  Werte:  (Cy,  Cy^  .    .    . 
Cyn+i),  so  übergeht  die  Function  f(x)  auf  eine  Function  Cf{x)^  wir 
können  also  sagen,  dass  zu  allen  den  Werten  y^^^  ,   .   .  y^-f-i ,  die 
aus   dem   System    {y^   y^  >   .   .yn+i),    das    wir   ein    fundamen- 
tales System  benennen,  auf  Grund  der  Gleichungen 

entstehen,  eine  und  dieselbe  Lagrange'sche  Formel  besteht 

Für  einen  anderen  Wert  der  Constante  C  haben  wir  eine  andere 
Formel.    Dasselbe  bleibt  auch  im  Falle: 


yv 


Fv  (yv) 


zur  Lagrange* achen  Interpolationsformel. 
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7.    Betrachten  wir  noch  den  Fall; 


yA^^^nyx+^iiVi-^r   '    •    •  +  ^i,«+i2^tifi 


Dio  Lagrange'sche  Formel  hat  nun  die  Gestalt: 


8) 


1^ 

^0 


yi 


Vi 


"2 


X' 


•     «     •  tßj* 


.       .       .    Xa,^ 


yn-\    a*„-f-i    .    .    .  «^+1** 


z  ^ 


2/1 


2/n-l        1      a?n+l*  .     .  aJji+l** 


+ 


0 


oder  auf  Grund  der  Gleichungen  8),  wenn  wir  jede  Determinante  in 
eine  Summe  der  Determinanten  verwandeln: 


y 


y^ 

A 


11 


'21 


ar. 


«2 


Cn+1.1     Xn\\ 


.  X^ 


•  •      äTl 


.»« 


2 


a-n+r 


+ 


2^2 


'11 


'22 


flJi 


fl;. 


2 


Cn+1,2     »n+1 


a;^»» 


.a;2(» 


+ 


a?t»+2** 
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^  ^ 
--A.^ 


Jt 


c^i 


1     a-,« 
1     ar,« 


gfj» 


Cn+1.1     1     aJA-l  1*  .    .    .  a-n+i»» 


=  0 


oder: 


„Um  also  aas  der  Lagrange'schen  Formel  für  das  Fondamental- 
„system  eine  Formel  für  ein  aus  demselben  linear  gebildetes  System 
zu  bekommen ,  reicht  es  aus  in  der  gegebenen  Formel  für  das  fun- 
damentale System  der  Reihe  nach  die  Systeme: 


11 


'12 


'21 


'22 


Cnfl,2 


Cl,nfl     ^,«11, 


«n|l.t»+l 


„einzuführen,  die   so  veränderten  Formeln   der  Beihe  nach  mit 
9)^1  Vi  '   *   '  ^n-i-i  ^^  multipliciren  und  zu  addiren.^' 

Dann  bekommt  die  Lagrange'sche  Interpolationsformel  folgende 
Gestalt: 
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XXIV. 


Die  Bestimmung  der  Anzal  der  unter  einer 
gegebenen  Grenze  liegenden  Primzalen. 


Von 

Franz  Rogel. 


Im    „Archiv  d  Math.  u.  Phys.",  2.  Reihe.  T.VII.  1889.  pag.381 
wnrde  vom  Verfasser  für  die  Anzal  2lm  der  Primzalen 

S 

l'l    =="  ll     /'s  =  ^>  •     •     • 

welche  nicht  grösser  als  eine  gegebene  Zai  sind,  folgender  Ausdruck 
gefunden : 


a 


m 


=  \  m\  n(  1—  -  )  -fw   -  1 ;    p^<,Vm<pn  +  l 1) 

2      \  PnJ 


Die  Auswertung  dieses  Productes  hat  in  der  Weise  zu  erfolgen, 
dass  für  jeden  Bruch  nur  die  grösste  in  demselben  enthaltene  ganze 
Zal  zu  nehmen  ist.  Diese  Formel  ist  einer  weitern  Entwicklung 
fähig;  der  Zweck  derselben  ist,  durch  Verminderung  der  Factoren- 

anzal   n — 1   in   il  die  Rechnung  zu  vereinfachen.     Durch  die  Re- 

2 

ducirung  dieser  Anzal  auf  ein  Minimum  und  womöglich  durch  Eli- 
minirung  des  Productes  \  m  \  U  soll  ein  recursiver  Ausdruck  für 
9m  geschaffen  werden,  welcher  Aufschluss  über  die  Beziehungen 
verschiedener  ?l  geben  wird. 

ArchiT  d.  Math.  n.  Phys.  3.  Reihe.    T.  XVII.  .  1 5 
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1. 

Vor  Allem  muss  bemerkt  werden ,  dass  die  Dämlichen  Schlüsse, 
welche  zur  Formel.  1)  führten,  es  erlauben,  den  Ausscheidungsprocess 
aller  Primzalen  <^  als  die  gegebene  Zal  bis  zur  letzten  pe^g  fort- 
zusetzen, wodurch  die  Grenzen  von  27  erweitert  werden.  Es  ist 
offenbar 

st.-.|.|n(i-^-)+„-i-|.rn(i-L) 


+  n=lj| 


v'^'ä.  -n 


•        •       • 


-1; 
.1'. 


denn  die  grösste  Primzal  ^z  ist  unmittelbar  p«rf.  Durch  Gleich- 
setzung des  ursprünglichen  mit  dem  letzten  Ausdruck  für  ^a  ent- 
steht: 

i^|fK-J  =  ^ '■ 

Es  ist  einleuchtend,   dass  die   obere  Grenze   2l#   beliebig  ver- 
grössert  werden  kann,  ohne  den  Wert  von  n  zu  verändern:  Facto- 

ren    1—  — ,  welche  Primzahlen  entsprechen,   die  grösser  als  z  sind, 

Pr 

können  ja  selbstverständlich  keinen  Einfluss  haben,  da 


z 

Pr 


0 


wenn  2?^  >» «  ist.     In   ihrer    allgemeinsten  Form   lautet  daher  die 
Gleichung  2) 


2     \  Pr/ 


Nach  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze 


\z\n  (1-  -)  -z  n  - 


z 
Pn 


H-1 

n 

2 


.   .3) 


der  für  jedes  n^ag  giltig  ist,  kann  geschrieben  worden: 


gegebenen   Grenze  Hegenden  Primzahn» 
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_                   ti+l  /          1   \  n 

%,^\z\     U      1 )4-n=|2|   Z7~ 


2?«fl 


n 
•2 


nun  ist  auch 


n 


woraus  folgt: 


/?n+l 


n  (i-i) 


4) 


Dieser  Satz   gilt  auch   dann    noch,    wenn    die   ohere    Grenze 

>n 

^«j    ist;  ein  besonderer  Fall  ist 


P  er^ 


Durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  3)  ergiebt  sich 

iV^'w+l/  \2'n+2/  \2>n}.l  .  /7W+2/J     2    \  2?r/ 

I  W+1/  \|>it+2/  \l>:i+3/  V/Jw  +  l  .  2?n+2/  \pn^l  .  pnfS/ 

-  ( '—)  +  {-— ^-)1  n  ( i-  M  =■  3 

\Pn'^2  .  pniZ/  \pui-2  .  pn+2  '  PnyiJ]    -j»     \         Pr ' 


2. 

Um  nun  die  Grenzen  von  U  einzuengen^   kann  der  Satz   (3) 
vorteilhaft  benutzt  werden.    Es  ist 

a  2  I  Pr  I       2 

wobei  abkürzungsweise    21  für  lill )  gesetzt  wurde,  ferner  ist 


z 
Ph 


n-1 


Pn 


n+n  — 2,    weil 


hieraus  folgt: 


n  — 1  _w',  ^jpn'  <  J/—  <:Pn'^lJ 


-      iI-2l--(n-2) 

pn  I     2  P« 


dies  in  fix  gesetzt,  giebt 


16' 
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«r,  -  I « I    n  -  «  ^  +  n  -  l+n  -  2 
ond  ebenso  dareb  wiederbolte  Anwendung  des  Safzes  (3) 

S  P*t-l  Pn    *  '  * 


m  M 

»,«  l«|  /I-«2^5l  -+n  -1+W-2+ .    .    .  +  V-1     .   .    .5) 

2  v^l     P^ 

Die  Zerlegang   von    \  a\  II  nacb   Satz   (3)  kann  übrigens   nur 

wird  aber  endlicb  als   obere  Grenze  eine  ZaI  m  hervorgeben,   fQr 
welche  pm  <  1/ <ipmii  sein  wird,  oder 

■    />m-f-l 
pm^pmj^i  <C  *  <C  P^fn+l 

und  weil  pm  <  pm+i  umsomehr: 

l)m'<»</>m^  +  l 6 

Dem  entspricht: 

«-i-is-i'F.-^'ö-cr) ') 

Diese  Formel  lässt  sich  durch  einfache  Substitutionen  in  jene 
überführen,  welche  Meissel  in  den  mathematischen  Annalen  Band  II. 
und  III.  für  die  Anzal  gegeben  hat;  in  derselben  wird  die  Einheit 
nicht  mitgezält  (pj  =  2  .   .   .  )• 

Die  Ableitungen  mittelst  Ungleichungen  ist  eine  bei  weitem  um- 
ständlichere; sie  hat  den  weitern  Nachteil,  dass  sie  keine  Handhabe 
zu  wiederholten  Umgestaltungen  derselben  Formel  7)  darbietet. 

Je  grösser  die  gegebene  Zal  z  ist,  desto  vorteilhafter  wird  die 
Anwendung  obiger  Formel,  weil  mit  wachsendem  z  auch  der  Unter- 
schied zwischen  m  und  n  zunimmt,  z.  B.  ist  für 

m         l 

z  =  1000  n  =-     12,     w  =    5,      -  —  r. 


10000  26,  9, 

1000)0  67,  15, 

lOCOCOO  165,  26, 


1 
3 

1 
9 

1 
6 
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3. 

Um  die  Reihe  der  Teiler  7)2?  ••   •  Pm  noch  weiter  zu  vermin- 
dern, wird  wieder  der  Satz  (3)  angewendet;  dann  ist 


m-l 

siy  =  I « I  n  — 


z 
Pm 


m-l 


?-iK+G)-(V)--  ») 

Nun  lässt  sich  auf  das  zweite  Glied  rechter  Hand  sofoit  die 
Formel  5)  anwenden,  weil  stets  m  —  1  <  w'  ist,  und 


denn  es  gilt  auch: 


Pn    <y—  <Pu' 

^    Pm 


fl 


Pm  <  y »  <  pm+1 


Wenn  in  erstere  Ungleichung  statt  'p^,  das  grössere  V»  gesetzt  wird 
so  ist 


VI 


oder 


daher  wirklich 

w'  + 1  >  m    oder    w  —  1  <  wi' 

Es  ist  daher  gestattet  zu  schreiben: 


2?'"  I  Pm 


7I--£?t ^„'_i+.    .    .4-,„_2     .    .    .9) 

2  m       VmVr  ■ 


.> 


BsL  n*  ^  m  ist ,   so  kann  die  untere  Grenze  von  2  die  obere 
nie  übertreffen.    Aus  9)  folgt: 


z 
Pm 


2  Pm  tn       PmPr         \2   /     '     V      2     / 


dies  in  S)  gesetzt,  giebt 

m  — 1 


2  m       Pr         fn        Pm  pr  ^  \2j     ^  \2  J  \      '^      ) 


a 


«- P*+«     und    -  <jPi«--;)2, 
unter  i?,  i?i  zwei  aufeinanderfolgende  Primzalen  verstanden,  so  ist 

< 


Pn- 


r      p 
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weil  pm  <  y^-^+a,  daher  •=  p  ist,  somit  pn'  <  y  p^  +  -<i)h'+i 
und  Pn'  =  p  =  />m,     n'  =  m 

In  diesem  Falle  besteht  also  die  Summe 

2:  =  « 


m  />»»* 


nur  aus  eiuem  einzigen  Gliede.    Im    allgemeinen  umfasst  dieselbe 
im  Verhältniss  zu  z  nur  sehr  wenig  Glieder,  so  ist  z.  B.  für 

z  «  1000000,    m  —  26,    n   «  27    und 

üa  -  <  Pi^—p^    und    z  =  /)'*+«,  ist  3;  <  Px^p\    wenn  also  ;?'  ^  « 
<  Pi^p  ist,  so  folgt  immer  m  =•  n'. 

Das  symbolische  Product  lässt  sich  noch  weiter    zerfallen  and 

m 

SO  behandeln  wir    \  z\  TI^  es  entsteht: 

m-2  n    .     «  n'  ^  n" 


\z\   il  —  2:  fi  -    -  2:ä r  2% 


2  m-1     l»  IM      PmPr         m-l       /'»»-t  T^r 

+ G) + Cn + (0 -("•;')- ("2  V  Cr')--") 

'    />m— 1 

Es  ist  wieder  pm^i  <  pm,  somit 


r    pm   ="  r    pm^i 


folglich  auch  n"       ?«';  ferner  ist  n' m,    umsomehr    n"  >  n»  —  1 ; 

die  obere  Grenze  in    Z  ist  mithin  grösser  als  die  untere,  daher  die 
Summirung  ausführbar. 

Diese  allmähliche   Verminderung    der  oberen  Grenze    wird    im 

allgemeinen  jedoch  nicht  bis  zum  Verschwinden   derselben,   sondern 

nur  bis  zu  einem  gewissen   Grenzwert  k  getrieben  werden  können. 

3 
Ein  beliebiges    |  ti  |  Z7  wird  ja  nach  Formel  5)  sich  nur  dann  durch 

^u  darstellen  lassen,  wenn 

^         <fj     Po  K  V^  K  Pa^l    ist 


gegebenen  Grenze    liegenden  Frimzalen. 


231 


Infolge  des  bisher  befolgten  Vorganges  wird,  weil  der  Teiler  pr  immer 


kleiner,      —    immer  grösser,  während  die  obere  Grenze  fortwährend 

abnimmt.    Für  die  Grenze  h  wird  nach  dem  leicht  za  erkennenden 
Bildungsgesetz  der  Formel  11)  offenbar: 

2  *fl     Fr  1       w-r-fl      7>«i-2x|lf)r  0      \   ^    / 


Hierin  entstand    1 2;  |  /7  aas 

2 


damit  nun 

drückt  werden  konnte,  muss 


\z\  n^\z\n^[-)n 

t  2        \Pk/    2 


21  mittelst  der  Formel  5)  durch  31 


z 


Pg-^i 


aasge- 


Pk  < 


a 


oder 


pk^Pki^i  <  »  <  /?**+!  umsomehr 
1?A*  <  2  <  pifcf  1*    oder 


1»* 


<  y«  <  pk+\ 


13) 


sein,  wodurch  die  Grenze  k  definirt  ist. 


Die  Formel  13  bietet  nun  wieder  analog  wie  bei  5)  das  Mittel 
dar,  das  Gebiet  der  Primzalenteiler  />2?  i's?  •  •  •  weiter  einzu- 
schränken. 


Es  ist 


k  k"! 

\z\n==\z\  ii- 


2 


2 


z 

Pk 


k-l 

n 

2 


8 


das  negative  Product  kann  durch  *  —  mittelst   einer  der  Formeln, 
welche  aus  12)  durch  die  Substitutionen 


232 


Rogel:  Die   Üeatimmung  dtr  Anzal  der  unter  einer 


k  =  m  -1.     m  —  2,  .    ,    ,  h 
hervorgehen,  aasgedrückt  werden. 

Eine  Repräsentatnr  dieses  Systems  bildet: 


y. 


\z\  n- T  £  %    —v 2  rz  a — - — 


+."f  (T)  -(")+(%-') '" 


worin  x  alle  Werte  von  m  bis  A;  annehmen  kann. 


z 
pk 


Die  Bedingung  der  Ausdrückbarkeit  von 
mit  Hilfe  dieser  Formel  ist  gegeben  durch  die  Ungleichung 

k-\  <A',    wo 


n    durch  «- 

2  Pt 


ist.    Nun  ist 


Pk'  <   [/^-^  <  pk'-^l 


/Jifc  <  Vä  <  7Äfi     und 


pk 


r    pk 


<  /^Ä'f  1 


Hierin  statt  pk  das  grössere    Vz  gesetzt,  folgt 

3    

^  VI 

4  _ 

mithin  ^Jfc  <  V«  <  pii'^i  und  ä;—  1  <  ifc'. 

Die  Bedingung  wird  daher  erfüllt.    Statt  7n  und  u  die  sich  auf 
beziehenden   Grössen  m^   und  %.    Ferner   x  =  ifc  —  1    gesetzt 


ist: 


*-i 


Pk 


m, 


—h+1 


rZ 


n^^^-^z^:^^      +"^^       ..-v+l 


^ 


pk 


«ij  -Ä:  I  l 


phpi 


2Jm'-vi-iPkpr 


ferner 


»»i-*|i  /n,W\         /;;,\         /k-2\  ^ 
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3 


mithia 


ft-l  O.  »  «  Wl 


a,«hl    JI— 21  -  -r^:  21  ^-r2fa 


2  Pk         Jfc+1     ;7r  fc       Pkpr 


Berücksichtigend,  dass 

H  die  Summe  des  4ten  und  öten  Gliedes  rechter  Hand 

=  -v    2    r    Z    ^~~  \7:n 
kann  kürzer  geschrieben  werden: 


91 


2  Ar        -^  1        [m-rf  1  j5m-v-|-l/>r 

»M,— nf-1    «|— rfl 
—      v2         r2 

-(r)-(?)+C3Ve7^) '«' 

Ebenso  wird  gefunden: 

k-2  n  z  «m-ft+2    tS^^ 


2  Ä-l        l^r  1        m-v+l       Pm-v-\-l  Pr 

+?(i")+"'T'(t')+-"'rcr) 

-G)-C?)-(?)+(V)+CrVCi')..." 


ü 
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k  n       z  m— A  h''''  ^ 


h—h  m^-k^yi    UfS^)                            , 
—  a  £         V  21         r  £         Sl 

+''7  "'T(t')-'?(T)+a) -('")-« 

;?A  <  y«  <  phi-v  Der  Zeiger  ä  kann  übrigens  alle  Werte  voo 
A;  — 1  bis  Ä+1,  Ä  aunehmen. 

Mit  Hilfe  der  Formol  12)  lässt  sich  dieser  Ausdruck  nicht  weiter 
entwickeln,  es  raüsste  zu  diesem  Zwecke  die  Formel  18)  selbst  her- 
angezogen werden. 

Ein  Vergleich  der  bisher  gewonnenen  Resultate  dieser,  durch 
die  Grössen  n,  m,  ä;,  ä,  .  .  .  markirten  stufenförmigen  Entwicklung, 
lässt  ein  allgemeines  ßildungsgesetz  deutlich  warnchmeu. 

Für  irgend  eine  Stufe  C[pc  <  V«  <  p«  1 1,  q  eine  ganze  Zal]  ist 

c  n  n — 8     n(*') 


2       c+1     pc  1  m-v+l     P"^-mP» 


1  1         m.a-V+1       2"»^=r+i2?*+.«+l2'r 

-■.+(-.-(,1,) +(->•{;:',) ■») 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  Unterschiede  zweier  un- 
mittelbar aufeinander  folgenden  Stufen  mit  fortschreitender  Entwick- 
lung ziemlich  rasch  abnehmen. 

Dieses  Verfahren  findet  selbstverständlich  seinen  Abschluss,  so- 
bald die  Stufe  a  -=  1  erreicht  wird. 

Im  Folgenden  soll  nun  eine  Methode  gezeigt  werden,  welche 
das  vollständige  Erschöpfen  des  Teilergebietes  />2,  .  •  .  Pn  entbehr- 
lich macht. 

5. 
Die  Gleichung 

G)-(0=("~?-1 »' 

ist  stets,  aber  auch  nur  dann  richtig,  wenn  der  Rest 
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(!). 


.  ,     ist. 

.0)  r 


Sie  ist  outer  allen  Umständen  giltig,  wenn  o  darch  b  teilbar  ist. 
Dieser  Satz  kann  sofort  auf  das  Prodact 

angewendet   werden,   wenn  eine  Zal    c  <  a  gefunden  werden   kann, 

welche  durch 

2,  3  .   .   ./).«=  fi 

teilbar  ist.  Ein  wirklicher  Vorteil  für  vorliegende  Zwecke  wird  je- 
doch nur  dann  ei wachsen,  wenn  die  a^c  Differenz  klein  ausfällt. 
£s  kommt  demnach  darauf  an,  die  gegebene  Zal  z  zwischen  Viel- 
fache der  Primzalenfactoriellen  2.3.2?»  ^^  einzuscblicssen,  dass 

A.2.3*5.    .   .^,- <  Ä  <(A+1)2  .  3  .  5  .    .    .j>i,    A  <  p,+i 

selbstverständlich  giebt  es  unter  dieser  Bedingung  nur  eine  einzige 
factorielle  /•. 

Wurde  nur  zur  Bestimmung  von  %,  die  obere  Grenze  n   Yon 

n 

i  2  t  77  bis  auf  i  reducirt,  so  ist 

2 

2  2 

(unter  q>  die  Anzahl  relativer  Primzalen  <  X  fi  verstanden) ,  davon 
abgezogen,  giebt 

2ls-<p(AA-  -(2-AA)/7+@ 21) 

2 

Dass   sich   dieses   Product    ungleich  leichter  bestimmen    lässt,   als 

* 
I » I  iZ  liegt  auf  der  Hand.    Für  alle  Zalen    von   7—24  und    von 

2 

31—48  ist  die  factorielle  /„  aller  Teiler  von  j)^  bis  pn  kleiner  als 
die  Zalen  selbst;  fttr  Zalen  >  48  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall. 

Der  Unterschied  zwischen  einem  Primzalenquadrat  pm^  und  der 
entsprechenden  factoriellen  /n  wächst  mit  zunehmendem  n  ausser- 
ordentlich rasch. 

In  Wertheim's  „Zahlen theorie"  ist  ein  Beispiel  für  »«  1000 
mittelst  der  Meisserschen  Formel  ausgerechnet  zu  finden.    Das  Pro- 

5 

duct    i  10"0  I  n  wurde  direct  berechnet;  es  besteht  aus 

2 
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(J)  +  (2)  +  •   •   •  +  (4)  =  2*  --1  =  15  Gliedern. 

Die  HerbeiziebaDg  von 

/^  «  2  .  3  .  5  .  7  «  210 

vereinfacht  die  Rechnung. 

Es  ist 

4  .  210  <  1000  <  5  .  210, 

5  *         5  5 

(  10  0|  il  =  I  ICOO  — 4  .  210  I  72  +  192  =  160 /7  +  1''2 
2  22 


*i60-5+     ?i^     /i  192  «  38  -5  f-3-l-  19»  =228. 

2 


11 


Je  näher  die  Zal  z  einem  Vielfachen  von  /  liegt,  desto  vorteil- 
hafter gestaltet  sich  die  Benutzung  derselben.  Am  einfachsten  wird 
sich  die  Entwicklung  für  ä  =  /"  ergeben.  Bei  der  Aufstellung  einer 
Primzalentafel  dürfte  es  sich  empfehlen,  von  diesem  abkürzenden 
Verfahren  behufs  Verification  der  Primzalcnzeiger  (n  in  />«)  Gebrauch 
zu  machen. 

Liegt  die  gegebene  Zal  näher  bei  (i  +  l)/,-  als  bei  A/»-,  so  kann 
der  Umstand  benutzt  werden,  dass  (A  +  1)/;  -!)  auf-  irgend  eine 
Combination  ohne  Wiederholung  c  der  Primzahlen  von  p^  bis  pi  ge- 
teilt den  grösstmöglicheu  Rest  c  —  1  giebt.  In  diesem  Falle  lässt 
sich  die  Formel  20)  anwenden;  es  ist  dann: 

[a+i)A-i]ii  -  \z\n^\  (A+i)/-,--i-«  I  h 

Nun  bezeichnet  allgemein    \  u  \  n  die  Anzal  der  Zaleu       u^  welche 

2  *^ 

durch   keine   der    Primzalen  von   p2   bis  pn  teilbar  sind;   da  aber 
(A-j-l)/;  offenbar  zu  diesen  Zalen  nicht  gehört,  so  folgt 

|a  +  l)/-i-l|h=|(A  +  l)A|iz 

2  2 

=  (A+1)1.2.4.    .    .(/).  — 1)    und 

\z\  I7  =  (A+1)2.4.    .   .(pi-l) 
2 

-i(A+  0/;-«  -11^ 21) 

Endlich  kann  auch  die  Formel  4)  behufs  Abkürzung  der  Ent- 
wicklung mit  einigem  Vorteil  angewendet  werden,  wenn 
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ist.  Denn  die  kleinste  mittelst  der  Teilerreihe  i?»  .  .  .  pn  bestimm- 
bare Anzal  STn  ist  die  für  die  Zal  p«^,  während  die  grösste  pn^i—1 
ist.   In  beiden  Fällen  ist  nach  Formel  4): 


Pn' 
Pn^l 


n 


n-1, 


ynfi  —  l 

Pni-1 


n 


n 


n=(pn-j.l-l)77  =  l 

1 


2 


Wenn  daher  in  20*): 


8t,  80  folgt 


ind  wenn  in  21) 


P-'  !<._;,.<,,,,. 


pii-1 


—  1 


P.*    < 


I «  — A/;  I  n—  1 

2 


< 


ist,  folgt  ebenso: 


a+i)A-«-i  Zr'.M-i 


22) 


ia+i)/,-;?-i  I  n«i 

2 
n  « 

Allgemein,   wurde     \  e  \  H    auf    i  «^  |  H    redneirt,    und    ist 

2  2 


Pff 


<  1/m  <  p^f  1,     ferner    gf      ^  <  5^« 


so  ist  nach  Formel  1  *) : 


2 


Brunn,  13.  Januar  1890. 
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XXY. 

Ein  Kreis  durch  das  Dreieck. 

Von 

Kasimir  Cwojdzinsici. 


Wenn  wir  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  (Fig  1.)  beliebig 
durch  einen  Kreis  O  schneiden  lassen,  und  von  seinem  Mittelpunkte 
O  die  Lote  OX,  OFund  OZ  bezüglich  auf  AC,  BCnndAB  fällen, 
dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

(Spieker,  Planimetrie,  Abschnitt  XIY;  Uebung  19  und  20) 

1)  AX^+CY^+BZ*  =  AZ^  +  BY^+CX* 

Wenn  die  Schnittpunkte  des  Kreises  auf  AC:  die  Punkte  D  und 

je;,  auf  BC:  G  und  F,  auf  BA :  J  und  H  sind,  dann  ist,  da  OX  aof 

AC  Lot  ist, 

DX  =«  EX,    ebenso 

HZ  =  HJ    und    FJ  —  JG 
Es  ist  also 

^^       AE+AD       ^           CF—CG        ^^       BJ-HB 
AX ^ ;     CY ^ ;     BZ 

^^       AJ+AH       „^       BG-BF       ^^       CD-^CE 
AZ=-—^ ;     BY ;      CJf= ^ 

Setzen  wir  die  eben  erhaltenen  Werte  in  Gl.  1)  ein,  lösen  die  Qua- 
drate auf,  und  schaffen  den  Nenner  4  fort,  so  entsteht 

2)  AE^  +  AD^  +  2AE  .  AD  +  CF^+  CG^^2CF .  CG  +  BJ^ 

+  BH^—2BJ.  BH=  AJ^  +  AH^+AJ2AH 
'\'BG^+BF^^2BG  .  BF+CD^+CE*'^2CD  .  CE 


\ 
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Da  aber  als  Secantenabschnitte 

AD.AE^AH.  AJ\     BH  ,  BJ  ^  BG  .  BF]     CG  .  CF=  CD  .  CE 

so  fallen  aus  Gl.  2)  die  doppelten  Prodacte  weg  und  es  entstebt 

AE^+  AD^  +  CF^  4-CG^  +  BJ^  -f  BH* 

=  AH^+A.n  +  BG^  +  BF^  +  CD*  +  CE* 
d.  h. 

Satz  1.  Wird  ein  Dreieck  von  einem  Kreise  beliebig  getroffen, 
80  sind  die  Summen  je  secbser  Quadrate  der  von  den  Ecken  ge- 
messenen in  den  Peripberiepunkten  nicbt  anstossenden  Abscbnitte 
der  Seiten  einander  gleich. 

Zusatz.  (Analogon  zu  Satz  1.)  Aus  dem  Secantensatze  folgt 
ein  analoger  Satz ,  wo  nicbt  die  Summen,  sondern  die  Producta  der 
Quadrate  gleich  sind,  nämlich 

AE^  'AD*  .  CF^  .  CG^  .  BJ*  .  BII* 

«-  AH^'  AJ^  .  BG^  .  BF^  .  CD*  .  CE^ 


aus    AE  ,  AD  ,  CF  ,  CG  .  BJ .  BH  -^  AH ,  AJ .  BG  .  BF  - 

CD  .  CE  folgt). 

Diese  beiden  analogen  Gleichungen,  liefern  eine  Reihe  analoger 
Sätze,  die  wir  hier  geben. 

Satz  2.  Legt  man  durch  die  Fusspunkte  dreier  Ceva'scben 
Transversalen  den  Kreis,  so  liefert  dieäer  drei  neue  Punkte,  die 
wieder  Fusspunkte  dreier  Ceva'schen  (sich  in  einem  Punkte  schnei- 
denden) Transversalen  sind. 

Beweis.  Es  mögen  die  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Transversalen  durch  D,  F  und  J  gehen,  und  der  Kreis  ferner  durch 
E,  G  und  H, 

Nach  Satz  1.  (Zusatz)  ist 

AE  .  AD  .  CF .  CG  .  BJ ,  BH  ^  AH  .  AJ ,  BG  .  BF .  CD  .  CE 

Nach  Geva 

AD  .  CF ,  BJ  '=-  AJ ,  BF.  CD 
durch  Division 

AE'  CG  .  BH=^  AH  .  BG  .  CE 

mithin  müssen  sich  die  nach  B,  G,  H  gezogenen  Ecktransversalen 
in  einem  Punkte  schneiden  (Umkehrung  des  Ceva). 
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Satz  3.    Fig.  3.    (Analogie  za  Satz  2). 

Legt  mnn  durch  die  Fusspunkte  dreier  von  einem  Punkte  aus 
auf  die  Dreiecksseiten  gefällteu  Lote  den  Kreis,  so  erzeugt  dieser 
drei  neue  Punkte,  so  dass  die  in  ihnen  auf  den  Seiten  errichteten 
Lote  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Beweis.  Es  mögen  die  Lote  von  A"  aus  auf  die  Seiten  AC^ 
BC^  AB  nach  Z>,  Fund  J  fallen.  Der  durch  D,  F^  J  gezogene 
Kreis  möge  die  Seiten  noch  in  £J,  G  und  H  schneiden. 

Nach  Satz  1.  ist 

Nach  Spieker,  Uehung  19  zu  Abschnitt  XIY  ist 

AD^+CF^  +  BJ^  =  AJ^+BF^+CD^ 
durch  Subtractiou 

AE'^'\-CG^  +  BH^  —  AH^  +  BG^  +  CE^ 

mithin  mtlssen  die  in  den  Punkten  JS,  G,  H  errichteten  Lote  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  (nach  der  Umkehrung  des  eben  genannten 
Satzes). 

Anmerkung:  Der  Kreis  in  Satz  3.  bestimmt  solche  Punkte 
dass  auch  die  Summen  zu  je  sechser  Quadrate  der  anstossenden 
Abschnitte  gleich  sind.  Sein  Mittelpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte,  in  denen  sich  die  Lote  schneiden. 
Die  sechs  Punkte  auf  den  Dreiecksseiten  beim  Feuerbach'schen 
Kreise  haben  beziehungsweise  die  in  Satz  2.  und  in  Satz  3.  aas- 
gesagten Eigenschaften. 

Satz  4.  Liegt  die  Ecke  eines  Dreiecks  und  die  drei  durch  drei 
von  einem  Punkt  aus  gefällten  Lote  erzeugten  Fusspunkte  auf  den 
Seiten  auf  einem  Kreise,  so  steht  die  Verbindungslinie  der  Ecke  mit 
dem  fünften  Punkte,  den  der  Kreis  erzeugt,  senkrecht  auf  der  Gegen- 
seite zur  Ecke. 

Beweis:  Es  seien  die  Fusspunkte  auf  AC^  BC,  AB  die  Punkte 
D,  E  und  G,  der  fünfte  F. 

Da  der  Kreis  durch  A  geht,  so  sind  zwei  Glieder  der  Gleichung  des 
Satzes  1.  =  0  geworden,  es  ist  also 
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Ferner  ist 

AD/^+Clfi+BG^  =»  AG^  +  BEI^  +  CD\ 

Sabtrahirt 

üF^+AB^  —  BF^+AC^ 
oder 

CF^^BF^  =-  AC^-AB^ 

d.  h.  die  Punkte  A  und  F  habeli  constante  DiflFerenz  der   Quadrate 
der  Abstände  von  B  und  C,  mithin  muss 

AF  senkr.  auf  BC  sein. 

Satz  6.     Fig.  4.     (ümkehrung  zu  4). 

Beschreibt  man  über  der  Höhe  als  Sehne  einen  Kreis,  so 
schneiden  sich  die  in  den  3  neuen  Schnittpunkten  des  Ereisäiä  mit 
den  Seiten  auf  denselben  errichteten  Lote  in  einem  Punkte. 

(Das  Lot  auf  der  Gegenseite  ist  «  0). 

Beweis.  Das  Dreieck  sei  ABC,  die  Höhe  AF  Der  Kreis 
erzeuge  noch  die  Punkte  D,  E^  G,  (wie  im  Satze  4). 

Es  ist 

AD^+CE^+CF^  +  BG^+AB^  =  AG^  +  BF^  +  BE^  +  CD^  +  €A^ 

da  AF  senkr.  auf  BC  ist,  so  ist 

AB^  +  CF^  =  BF^+CÄ^ 

Subtrahirt 

AD^+CE^  +  BG^  =  AG^+BE^  +  CD^ 

mithin  schneiden  sich  die  in  Z>,  E  und  G  errichteten  Lote  in  einem 
Punkte. 

Da  dFE  =  90®,  so  ist  AE  Durchmesser.  Wenn  nun  au^  GA 
das  Lot  in  G  errichtet  wird,  so  muss  es  auch  durch  E  geh^n,  mit- 
bin ist  der  Schnittpunkt  der  Lote  C  und  das  in  E  errichtete  Lot 
ist  =»  0. 

8atz  6«    Fig.  5.    (Analogon  zu  Satz  5). 

Beschreibt  man  um  die  Winkelhalbirende  einös  Dreiecks  bM 
Durchmesser  den  Kreis,  so  schuBiden  sich  die  nach  den  Schnitt- 
punkten gezogenen  Ecktransversalon  in  einem  Punkte. 
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Beweis.  AE  sei  die  Winkel halbirende,  I>,  ^,  und  G  die  er- 
zeugten Punkte.  Da  ein  jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Winkelhalbircudeu  liegt,  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  gleiche 
Stücke  abschneidet  z.  ß.  AD  und  AG  und  AD*  und  AG\  so  ist 

AD'       ,  _  4P 
AG'  ^  AG 

wo  man  den  Kreis  hinrückt  bleibt 

AD' 
AG'  "  ^ 

mithin  auch,  wenn  AD'  und  AG'  «  0  werden.  Der  im  Satze  ge- 
nannte Kreis,  wird  zwei  Abschnitte  so  erzeugen,  dass  sie  «=  0  wer- 
den, da,  wie  eben  gesagt,  dieses  ^  »  1  ist,  so  besteht  die  in  Satz 
1.,  Znsatz  erwähnte  Gleichung  unter  Fortlassung  zweier  Factoren. 

Es  ist 

AD  .  CE  .  CF .  BG  .  BA  =  AG  .  BF .  BE  .  CD  ,  AC 

Nun  ist 

AB  :  BE  ^  AC  :  CE 
mithin 

CE  .  BA  ^  BE  ,  AC 
dividirt 

AD  .  CJ^  ,  BG  =  AG  .  BF .  CD 

und  hieraus  folgt  die  Behauptung  {AF  muss  Höhe  sein). 

Satz  7.  Wird  ein  gleichseitiges  Dreieck  beliebig  von  einem 
Kreise  getroflFen,  so  sind  die  Summen  je  dreier  (vom  Eckpunkt  bis 
zum  benachbarten  Schnittpunkt  gemessenen)  Seitenabschnittc  gleich; 
wobei  Längen ,  welche  abgewandt  vom  benachbarten  Dreieckspunkte 
verlaufen,  negativ  zu  nehmen  sind. 

Beweis.  Wir  beweisen  nur  den  Fall,  wo  der  Kreis  zwischen 
den  Eckpunkten  liegt. 

Das  Dreieck  sei  ABC^  die  Schnittpunkte  zusammen  mit  den 
Eckpunkten  A,  D,  E,  C,  F,  G,  Ä,  H,  J, 

Nach  Satz  1.  ist 

AD^  +  AE*+CF^+CG*  +  BH^+BJ* 

«  AJ^+AH^+BG^  +  BF^  +  CF^-i-  Clfi 
also  auch 
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+BJ^''AJ^  —  0 

b{AD-CD)+b(AE-'CE)+a(CF^BF)+a[CG-'BG)+c{BH-AH') 

-^ciBJ-AJ)  —  0 
da  a  »  &  =  V,  so  ist  nach  Umformung 

AD+AE+CF+CGi-BH+BJ  «=  AJi-AH+BG+RF+CE+CD 

2AD+DE+'2CF+GF+2BH+HJ  «  2AJ+JH+2BG+GF 

+2CE+ED 
mitbin  auch 

AD+CF+BH  ^  AJ+BG  +  CE 


Liegt  z    B.  eine  Ecke  (A)  im  Kreise,  so  entsteht  schliesslich 

-^Z>+CF+i?iy-=  —AJ+BG+CE 

da  die  Abschnitte  i4Z>  und  AJ  ihren  benachbarten  Ecken  C  und  i^ 
abgewandt  sind,  so  sind  sie  negativ  zu  nehmen,  falls  der  Worttaut 
unseres  Satzes  fttr  diesen  und  alle  anderen  Fälle  stimmen  soll. 

Hiermit  wollen  wir  enden.    Der  Kürze  wegen   unterlassen  wir 

verschiedene  Zusätze  zu   erwähnen,  und  die  Beweise  fQr  bekannte 

Sätze,  wie  den  des  Feuerbach,   welche  durch  unsere  BeweisaH;  sich 

leicht  beweisen  lassen. 

Posen,  den  1.  Januar  1899. 
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XXVI. 


Die  geometrische  Darstellung  imaginärer 

Schnittpunkte. 


Von 

Prof.  Dr.  Suhle, 

Rcnlgymnasialdirector  a.  I). 


Wenn 


z^-\-x^  =  r^ 


die  Gleichung  eines  Kreises  und 

z  =*   ax  -|-  b 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  so  ergeben  sich  für  die  Ab- 
scisseu  der  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  geraden  Linie 
die  imaginären  Werte 

^'  =  -^^1  ±i;;^V^-'rHa^+\),  .  . (1) 

sobald  das  Lot  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  gerade  Linie 
gefällt  grösser  ist  als  der  Radius,  sobald  also  r*(a^  +  l)  <C  ^^  ist- 

Die    Ordinate   dieser  Durchschnittspunkte    ist  in   diesem  Falle 
durch  die  gleichfalls  imaginären  Werte 

gegeben. 

Um  die  Bedeutung  dieser  für  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte sich  ergebenden  imaginären  Werte  darzulegen  und  jede  Lage 
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dieser  imaginären  Durchschnittspunktc  geometrisch  zu  bestimmeu, 
ist  es  uotweudig,  für  die  Variable  der  deu  obigea  Gleichaugeu  ent- 
sprechenden Funetioaen 

z  =    yr^  —  w^ 
^  z  '^  ax  -\-  b 

complexe  Werte  einzuführen  und  diese  Functionen  für  complexe 
Variable  geometrisch  darzustellen.  Dieser  geometrischen  Darstellung 
soll  ein  rechtwinkliges  räumliches  Coordinatensystem  ZrZzu  Grunde 
gelegt  werden.  Die -3rr Ebenen,  iu  welcher  die  X  Axe  als  reelle,  die 
FAxe  als  imaginäre  Axe  dienen  soll,    ist  zur  Aufnahme  der  com- 

plexen  Variablen  x-^-yV — l  als  Abscisso  bestimmt.  Die  complexe 
Function,  welche  durch  u-\-iv  bezeichnet  werden  soll,  wird  als  Or- 
dinate senkrecht  zu  dieser  Grundebeue  errichtet  in  der  Art,  dass 
iü  jedem  Punkte  der  Grundebene  die  Ordinaten  u  und  v  als  Ordi- 
uatcn  der  entsprechenden  reellen  und  imaginären  Flächen  errichtet 
werden  sollen.  Einem  jeden  Punkte  der  Grundebene  entspricht  da- 
her im  allgemeinen  ein  complexes  Punktpaar,  dessen  Punkte  durch 
die  Endpunkte  der  reellen  und  imaginären  Ordinaten  bestimmt  werden. 


I.    Geometrische  Darstellung:  der  geraden  Linie  für  complexe 

Variable. 

Aus  der  Gleichung 

z  ^=  u  -\-io'   =   a  (a;  -(-  iy)  -|-  b 

ergiebt  sich  durch  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Grössen 

u'  =^  ax  -\-  b 
v'    =  ay 

Geometrisch  dargestellt  wird  die  gerade  Linie  für  complexe 
Variablen ,  daher  in  ihrem  reellen  Teile  durch  die  Ebene  I/', 
welche  durch  die  Linie 

2   =    ax  ^  b 

parallel  zur  Y  Axe  gelegt  wird  und  in  ihrem  imaginären  Teile  durch 
eine  Ebene  V\  welche  durch  die  X  Axe  unter  dem  durch  die  Glei- 
chung   tanga  =  a  bestimmten  Winkel  et  gelegt  wird. 

Wenn  a  =•  0,  die  Gleichung  der  Linie  also  2  =  5  ist,  so  wird 
diese  Linie  durch  die  parallel  zur  XY  Ebene  in  der  Entfernung 
2  =»  Ä  gelegte  Ebene  W  und  durch  die  xy  Ebene  selbst  als  F' Ebene 
dargestellt. 
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Wenn  die  Linie  parallel  der  Z  Achse,  ihre  Gleichang  also  x=e 
ist ,  so  ist  die  Ebene  U'  die  der  yz  Ebene  parallel  iu  der  Entfer- 
nung a;  ==  c  gelegte  Ebene,  die  Ebene   F'  die  XZ  Ebene  selbst. 


II.    Geometrische  Barstellangr  des  Kreises  fflr  complexe  Tariablen. 
Die  Gleichung 


ergiebt   nach  Trennung    der   reellen    und  imaginären    Grössen  die 
Gleichung 

z  —  V  J  (ypip^«_|.y-2ji__  4^-172  ^  (r2  — x»  +  2^«)) 

also  für  die  Bestimmung  der  Grössen  u  und  v  die  Gleichungen 

welche  sich  auch  in  der  Form  darstellen  lassen 

Die  geometrische  Darstellung  des  Kreises  für  complexe  Variablen 
erfolgt  durch  die  Flächen  V  und  F,  welche  den  zur  XY  Ebene 
senkrechten  Ordinatcn  u  und  v  zugehören. 

Die  Grössen  u  und  v  lassen  sich  auch  für  jeden  Punkt  P  der 
Grundebene  durch  eine  einfache  geometrische  Construction  be- 
stimmen. 

Denn  entspricht  dem  Punkte  P  die  Abscisse 

tf!-f- »y  =  (^i  (cos «j  + 1 sin cfi) 
und  die  Ordinate 

2  =  M -|-  er  =  P2  (cos  (Y2 -f-  isin  «2^ 
so  ergiebt  sich 

p,«  «  y(72  +  a:^  +  2^^)«~4r^i* 

—   y^r*+pj^+ -.rc»,  cos «)(/-* -4" Pi^""  '-''*^i  cos«) 

Wenn  daher  der   Punkt  P  mit  den  Punkten  der   X  Axe  verbunden 
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Mild,  deren  Abscissen  -{-r  und  —  r  sind,  so  ist  pg  dio  mittlere  Pro- 
portionale dieser  beiden  Verbindungslinien. 

Filr  die  Bestimmung  des  Winkels  a^  ergiebt  sich  aus  den  beiden 

obigen  Gleichungen 

r«  — (ij«cos2ai— P2* 
tang  cfo  ^ a  •   o 

Halbirt  man  den  Winkel,  welchen  die  vorerwähnten  Verbin- 
dungslinien mit  einander  bilden  und  bezeichnet  durch  fi  den  Winkel, 
welchen  diese  Halbirungslinie  mit  der  X  Axe  bildet,  so  ergiebt  sich 
znr  Bestimmung  des  Winkels  ß  die  Gleichung: 

tang/5  =  —  ^^^— 


^    ~Pi*cos2a,  -P21 


Die  Richtung  von  Q2  steht  daher  senkrecht  zur  Richtung  dieser 
Halbirungslinien,  und  deshalb  ergiebt  sich  für  die  Grössen  u  und  v 
einem  beliebigen  Punkte  P  entsprechend  die  folgende  Construction : 

Man  verbinde  den  Pun4vt  P  mit  deu  in  der  X  Axe  liegenden 
Punkten,  deren  Abscissen  +r  und  —  r  sind,  halbire  deu  Winkel 
dieser  Verbindungslinie  und  t'dlle  vom  Anfangspunkt  der  Coordinateu 
auf  diese  Halbirungslinien  ein  Lot.  Auf  diesem  Lote  trage  man  vom 
Anfangspunkte  der  Coordinaton  aus  die  mittlere  Proportionale  der 
beiden  Verbindungslinien  ab  und  fälle  vom  Endpunkte  auf  die  X 
Axe  ein  Lot. 

Dann  ist  dies  Lot  gleich  v  und  das  von  der  X  Axe  abge- 
schnittene Stück  gleich  u. 

Wie  aus  deu  Bestimmungsgleichungen  ftlr  u  und  v  hervorgeht, 
sind  beide  Werte  doppeldeutig,  doch  entsprechen,  da  aus  der  Glei- 
chung 

folgt: 

uv-^-xy  =  0 

tibereinstimmenden  Vorzeichen  von  x  und  y  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen von  u  und  v  und  umgekehrt.  Zur  Abscisse  x'^iy  gehört 
daher  die  Ordinate  u-\-  io. 


III.     Von  den  ebenen  Schnitten  der  U  Fläche  durch  die  X  und 

y  Axe. 

Eine  durch  die  X  Axe  gelegte  Ebene  sei  gegen  die  XY 
Ebene  unter  dem  Winkel  a  geneigt.  Bezeichnet  man  die  Coordi- 
naten  in  dieser  Ebene  durch  x  und  z'  und  setzt 
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I  _• 


t*  =  2  sinof,    y  —  ^r'cosa 
iu  die  der  U  Fläcbe  cutsprechcude  Gleichung 

ein,  80  erhält  man  für  die  ebene  Dürcbschnittscnrve  die  Gleichung 

z'*  (sin*«  -  cos*«)    .    x^fsiir« — cos^a) 

=  1 (3) 


r* 

i 

r 

sin^ar 

Für 

positive 

Werte 

von 

sin*«  - 

cos*« 

=  —0082« 

also  für  Werte   von   o  zwischen  45'*  und  90",    ist  die  Durchschnitts- 
cnrve  daher  eine  Ellipse,  deren  Axeu,  wenn 


l^/v   —    


=  /J« 


sur«  —  cos-a 

gesetzt  wird,  kr  und  sina  k  r  sind. 

Für  den  senkrechten  Schnitt  also  f ür  a  »»  90^  gebt  z'  iu  z  über, 
K^  nimmt  den  Wert  1  an,  und  die  Gleichung  der  Schnittcurve  die 
Form 

2«  -j-  a;2    «,    ^2 

Der  Schnitt  in  der  XZ  Ebene  ist  der  Kreis,  welcher  der  ur- 
sprünglichen Function  für  reelle  Variable  entspricht. 

Lässt  man  den  Winkel  a  von  einem  R  an  abnehmen,  so  werden 
die  Axen  der  Ellipsen,  von  denen  die  kleinere  Axc  in  der  X  Axc 
liegt  grösser  und  grösser,  bis  die  Ebene  die  U  Fläche  bei  einem 
Winkel  von  45^  im  Unendlichen  schneidet.  * 

Eine  durch  die  TAxe  gelegte  Ebene  sei  gegen  die -ir 
Ebene  unter  den  Winkel  a  geneigt  und  die  Coordiuaten  in  dieser 
Ebene  durch  z\  y  bezeichnet. 

Darc)i  Einsetzen  der  Werte 

a  ^^  z'  sin  «,    x  ^^  z'  cos  a 

in  die  Gleichung  der  ü  Fläche  ergiebt  sich  die  Gleichung 

r^         r*8in^a 

Die  ebenen  Schnittcurven  der  XJ  Fläche  durch  die  y  Axe  sind  für 
sämtliche  Werte  des  Winkels  «  Hyperbeln,  deren  grosse  Axe  gleich 
r  ist. 
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Wenn  «  gleich  einem  Rechten  ist,  geht  z'  in  z  über,  und  die 
Gleichung  nimmt  die  Form  au 

2«— y2  ^  r« 

Da  für  ^  =■  0  auch  die  Function  v  den  Wert  C  annimmt,  so  stehen 
über  der  y  Axe  nur  reelle  Ordinaten  der  Fläche  If  und  kann  des- 
halb die  gleichseitige  Hyperbel ,  welche  den  Schnitt  der  U  Fläche 
durch  die  YZ  Ebene  bildet  als  reelle  Neboncurve  *)  der  in  diesem 
Falle  durch  die  Gleichung 

x^  -\-  y^  =  r* 

gegebenen  Hauptcurve  bezeichnet  werden. 

Wenn  der  Winkel  cc  abnimmt,  so  nimmt  auch  die  Nebenaxe, 
also  auch  der  Parameter  der  Hyperbeln  ab,  bis  diese  für  a  =  0  in 
eine  vom  Endpunkte  des  Radius  aus  sich  erstreckende  in  der  JTAxe 
liegende  Gerade  zusammenfällt. 

Für  die  Punkte  der  X  Axe,  für  welche  x'^  r^  ist  also  w  «=  0, 
während  für  diejenigen  Punkte,  für  welche  x<!r  ist,  die  Function  u 

den  Wert  Vr^  —  x^  annimmt. 


♦)  Allgemein  entspricht  der  Function 

neben  der  reellen  der  Function 

zQgehftngen,  über  der  x  Axe  verlaufenden  Curve,    ein  Syotcm  reeller  Nebcn- 
carven.     Da  durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles  der  Function 

ez=zf(x-\-iy) 

diese  Function  sich  unter  der  Form 

z  =z  u-^-  iv 

darstellen  lässt,    so  müssen  sich  unter  der  Bedingung  v  =  0  reelle  Ordinnten 

ergeben.      Wird  der  Gleichung  v  =  0  neben  der  Bedingung  y  z^  0  durch  die 

Gleichqog 

y(x,  y)=  0 

genügt,   so   verlaufen  über   den  der  letzten    Gleichung  entsprechenden  Curven 
die  reellen  Nebenourven. 

Diese  reellen  Ncbcncurven,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jedes  Maxi- 
mnm  oder  Minimum  derselben  mit  einem  Minimum  oder  Maximum  der  Haupt- 
canre  zusammenfällt,  sind  eingehend  behandelt  in  den  Abhandlungen  „Ueber 
imagiD&re  Punkte"  in  den  Programmen  des  Realgymnasiums  zu  Dessau  von 
den  Jahren  1893,  1894  und  1896. 
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Zar  woitercu  Bestimmung  der  Gestaltung  der  U  Fläche  mag 
uoch  hinzugefügt  werden,  dass  diese  Fläche  im  Scheitel  des  Kreises, 
welcher  die  Schnittcurve  der  XZ  Ebene  darstellt,  einen  singuläreu 
Punkt  besitzt. 

Aus  der  Differentialgleichung  der  Projection  der  Niveaalinieu 
der  Fläche  ü 

du  VU 

dx  '^  +  ay  ''^ "  ^ 

ergicbt  sich  durch  Berechnung  der  Werte  für  x-  und  g-,  welche  für 

a;  =  0  und  y  =  0  gleichfalls  den  Wert  0  annehmen,  also  durch  Be- 

0  dy 

rechnung  des  unter   der  Form  -.  erscheinenden  Wertes  für  —    der 

Wert 

^^-  +1 

dx  — 

In  dem  den  Coordiuaten  a;  =  0  und  y  =  0  entsprechenden 
Scheitel  des  Kreises  schneiden  sich  zwei  auf  einander  senlcrechtc 
Niveaulinien,  und  zwar  unter  einem  Winkel  von  45®  und  135®  gegeu 
die  X  Axe. 

Die  IJ  Fläche  ist  in  diesem  Punkte  sattelförmig,  indem  inner 
halb  der  gegenüber  liegenden  von  den  Niveaulinien  eingeschlossenen 
Quadranten,  innerhalb  deren  die  X  Axe  liegt,  die  Fläche  im  An- 
schluss  an  den  Kreisbogen  des  Schnitts  in  der  XZ  Ebene  bis  zur 
X  Axe  abfällt,  in  denjenigen  Quadranten  dagegen,  welchen  die  y 
Axe  zugehört,  im  Anschluss  an  die  gleichseitige  Hyperbel  der  YZ 
Ebene  aufsteigt. 


IT.    Ton  den  ebenen  Schnitten  der  T  Fläche  durch  die 

X  und  Y  Axe. 

Wenn  die  durch  die  JT  Axe  gelegte  E  b  e  n  e  unter  dem  Winkel 
a  gegen  die  JTy  Ebene  geneigt  ist,  und  die  Coordiuaten  in  dieser 
Ebene  durch  x  und  «'  bezeichnet  werden,  so  hat  man  die  Werte 

t7  =  Ä'sina,    j/«»/cosa. 
in  die  Gleichung  der  V  Fläche 
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einzusetzen  und  erhält  so  für  die  ebenen,  durch  die  X  Axe  gelegten 
Schnitte  die  Gleichung 


0-«  a'2 


r'^  8iü*a        r* 


-=  1 5) 


Die  Curven  dieser  ebenen  Schnitte  sind  Hyperbeln,  deren  Neben - 
axe  constant  gleich  r  ist,  während  die  Hauptaxe  von  r  bis  0  ab- 
uiramt,  wenn  der  Winke!  «  von  9;^  bis  0®  abnimmt.  Der  Para- 
meter der  Hyperbeln  wächst  daher  mit  abnehmendem  Wiukel,  und 
die  Schnittcurve  wird  für  «  =  0®  eine  gerade  Linie  und  zwar  die 
Y  Axe,  für  welche  v  =  0  ist. 

Für  «  «  00^  geht  z  und  z  und  die  Schnittcurve  in  die  gleich- 
seitige Hyperbel 


jß2  —  g2  __  J.2 


über. 


Da  für  Werte  von  x,  welche  grösser  als  r  sind,  die  reelle  Func- 
tion u  gleich  null  ist,  so  gehen  die  complexen  Ordinaten  für  diesen 
Teil  der  X  Axe  in  einfache  imaginäre  Ausdrücke  über  und  die 
gleichseitige  Hyperbel  stellt  sich  hier  als  imaginäre  Nebencurve  des 
durch  die  Gleichung 

2  _J_  „2    ^    «.2 


^^+.y 


r' 


gegebenen  Kreises  dar,   während    die   in   der   YZ  Ebene  liegende 
gleichseitige  Hyperbel 


z^  —  y-   =   r^ 


als  reelle  Nebencurve  des  Kreises  bezeichnet  werden  musste.  Um 
die  ebenen  Schnitte  der  F  Fläche  durch  die  Y  Axe  zu  er- 
halten, mögen  die  Ordinaten  in  der  unter  dem  Winkel  a  gegen  die 
xy  Ebene  geneigten  Ebene  durch  x'  bezeichnet  und  daher 


V  ^=-  x'  sin  a,    x  '^  x'  cos  cc 


gesetzt  werden.    Man  erhält  dann  für  die  Schnittcurve  die  Gleichung 

a;'*cos2a        y^cos  2a 

^ z—7-  .T —  =  1 (6 ) 

Die  ebenen  Schnitte  der  F  Fläche  durch  die  FAxe  sind  Ellipsen 
für  alle  Werte  von  a,  welche  innerhalb  G®  und  45®  liegen.  Für 
«  «»  ü  wird  die  grosse  Axe  der  Ellipse  gleich  r,  die  kleine  Axe  gleich 
0,  die  Ellipse  geht  in  die  X  Axe  von  +r  bis  —  r  über,  für  wel- 
chen Teil  der  Axe  t?  =  0  ist.  Mit  zunehmendem  Winkel  a  nehmen 
auch  beide  Axen  der  Ellipse  zu,  bis  die  unter  dem  Winkel  a  =»  45® 
gelegte  Ebene  die   V  Fläche  im  Unendlichen  schneidet. 


252        Suhle:  Die  y*'otnetrische  Darstellung  iniayiNärer  Schnittpunkte. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  complexcii  Puuktepaare,  welche 
den  imaginären  Durcbscbnittspunkten  des  Kreises  und  der  geraden 
Linie  entsprechen  ^  sind  noch  die  Beziehungen  zwischen  den  ebeneu 
Schnitten  beider  Flächen  U  und  V  festzustellen. 

Projicirt  man  die  ebenen  Schnitte  beider  Flächen  auf  die  XY 
Ebene ,  so  erhält  man  für  die  Projection  des  durch  die  Y  Axe  ge- 
legten Schnittes  der  U  Fläche  die  Gleichung 

^  -   l (7) 


r^  CüS^a        r^  siu^a 


und  für  die  Projection  des  durch  die  X  Axe  gelegten  ebenen  Schnittes 
der  V  Fläche  die  Gleichung 

'"         =1 (8) 


r^  sin*"^  et        r^  cos^a 

In  beiden  Fällen  sind  die  Projectioueu  Hyperbeln,  deren  Haupt- 
und  Nebeuaxe  die  dem  Winkel  a  entsprechende  Horizontal-  uud 
Verticalprojection  des  Radius  sind. 

Setzt  man  in  die  zweite  Gleichung  für  «  den  Winkel  90^ —c 
ein,  so  geht  die  Gleichung  der  zweiten  Projection  in  diejenige  der 
ersten  über. 

Die  Projectionen  des  durch  die  Y  Axe  unter  dem  Winkel  « 
gegen  die  XY  Ebene  gelegten  Schnittes  der  ü  Fläche  und  die  Pro- 
jection des  durch  die  X  Axe  unter  dem  Winkel  90®  —  «  gelegten 
Schnittes  der  V  Fläche  fallen  daher  zusammen. 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  auch  die  Ellipsen  za- 
sammenfallen ,  welche  sich  als  Projectionen  des  durch  die  Y  Axe 
unter  dem  Winkel  a  gelegten  Schnittes  der  V  Fläche  und  des  durch 
die  X  Axe  unter  den  Winkel  90®— o  gelegten  Schnittes  der  17 Fläche 
ergeben.  Auch  hier  sind  die  beiden  Axen  der  Ellipsen  die  dem 
Winkel  a  entsprechenden  Horizontal-  und  Vertical  Projectionen  des 
Radius. 

y.    Ton  den  Schnittpunkten  des  Kreises  und  der  greraden  Linie 

für  eomplexe  Yariable. 

Der  Schnittpunkt  eines  Kreises  und  einer  geraden  Linie  wird 
nach  Einführung  complexer  Variablen  im  allgemeinen  durch  ein 
complexes  Punktpaar  dargestellt  werden ,  dessen  reeller  Punkt  den 
reellen  Flächen  des  Kreises,  und  der  geraden  Linie,  also  den  Flächen 
ü  und  U'  zugleich  angehört  und  dessen  imaginärer,  derselben  Ab- 
scisse  zugehörigen  Punkt  ebenso  den  imaginären  Flächen  des  Kreises 
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oüd  der  geraden  Lioie,  also  den  Flächen  V  und  F'  gemeinsam  ist. 
Die  Abscisse  eines  Durchschnittspuuktes  des  Kreises  und  der  ge- 
raden Linie  wird  sich  daher  als  derjenige  Punkt  darstellen ,  in 
welchem  die  Projection  der  Schuittcurve  der  beiden  imaginären 
Flächen  V  und  V  durchschneidet.  Ein  dieser  Abscisse  zugehöriges 
complexes  Punktpaar  gehört  zugleich  den  dem  Kreise  und  der  ge- 
raden Linien  entsprechenden  Flächen  an. 

Die  Projection  der  Schuittcurve  der  reellen  Flächen  des  Kreises 
und  der  geraden  Linie,  also  der  Flächen  ü  und  t/'  ergiebt  sich  aus 
den  Gleichungen 

u  ==  ax-^-b 

und  erhält  man  aus  denselben  die  Gleichung: 

^  _   (ax  +  b)ma''  +  l)x^  +  2abx'^  +  h'^-r^ 
^    —  (y  +  i)x'+2abx-\-b'^  ^^^ 

Für  die  Projection  der  Schuittcurve  der  beiden  Flächen  V  und  V 
ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 

v^[tJ"-\-r^  —  x^)   =  y'^['J-^  —  V*) 

0    =     €17/ 

die  Gleichung 

a^y^iah/^  +  r^  —  x-^)  =  y^xß^ahß) 

welcher  genügt  wird  durch  die  Werte 

2/  =  0 (10«) 


und 


'2  ,.'•? 


•2     _ ^^^--^ f^lQß\ 


Aus  der  Zusammenstellung  der  Werte  für  y^  aus  den  Gleichungen 
(9)  und  (10«)  ergeben  sich  die  reellen  Werte  der  Abscissen 

^  =  -  -  TT  ±  "TTT  y^'  a^+l)-b''^     ....  (11) 
Dieselben  entsprechen  den  aus  den  Gleichungen 

y  =  ax-\-b 

sich  ergebenden  Werten  für  dip  reellen  Durchschnittspunkte  des  in  der 
XZ  Ebene  liegenden  Kreises  und  der  derselben  Ebene  angehörigen 
geraden   Linie. 
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Die  Abscisscn  der  imaginären  Durchschnittspnnkte  ergeben  sich 
durch  Zasammcnstollang  der  Gleichungen  (9)  und  (\0ß),  IMe  hier- 
durch sich  ergebende  Gleichung  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

j(a^b^^a^r^+b^)2a^b  J:'«**^  _     \ 


Die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 


.  (12) 


Aus  der  Gleichung: 


ab 
'^  ^  ~a«+l 

4* 

ergeben  sich  hieraus  für  2/  die  4  Werte 
2'i  =  ±  ä^^-i  Vb^~rH^l) 


I 


1 


2/2  =  ±-^-_^^VbHa'+i:^-r^(a^-'\)Ha'+l) 
^  .  =  + L_  \faW'-a^r^)''b^:f'2ab  Va^r^^^ 

"         a(a«+l)        "^^-^ 

Die  aus  den  Werten  0-3,4  sich  ergebenden  Worte  für  y  sind 
imaginär,  die  diesen  Werten  entsprechenden  Wurzeln  kommen  dem- 
nach nicht  in  Betracht. 

Die  aus  den  Wurzeln  x^  und  y^  sich  ergebenden  Werte  für  die 
complexen  Coordinaten 
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(13) 

genügen  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  des  imaginären  Ausdrucks  für 
IV  nicht  gleichzeitig  den  Bedingungen 

UV  =>  —  xy 
V  =■  ay 

Die  durch  die  Gleichungen  (13)  gegebenen  Coordinateu  gehören 
also  dem  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  geraden  Linie 
nicht  an  ♦). 


*)  Die  Werte  der  dnreh  die  Gleichung  (13)  gegebenen  Coordinaten 
x^-\-fy^  nnd  u^-{-iv^  genfigen,  wie  dies  den  obigen  Entwicklungen  entspricht, 
den  allgemeinen  Bedingungen 

sobald  die  Abhängigkeit  der  Vorzeichen  der  Grössen  u  und  v  von  den  Grössen 
7  und  y  nnberück sichtigt  bleibt. 

Die  Abscisscn  ^«db'^i  entsprechen,  da  dieselben  sich  aus  den  Wurzeln 
der  Gleichung  (12)  ergeben  haben,  daher  auch,  sobald 

ist,  Durchschnittspnnkten  der  Projectionen,  welche  einerseits  die  Durchschnitts- 
curven  der  beiden  reellen  Flächen,  andrerseits  die  Durchschnittscurven  der 
beiden  imaginären  Flächen  des  Kreises  und  der  geraden  Linie  in  der  XY 
Ebene  ergeben. 

Bestimmt  man  das  Vorzeichen  der  Grösse    v  in  der  Ordinate    u-\^iv    so 

dasB  der  Bedingung 

xy  ^  uw  :=•  0 
genfigt  wird,  setzt  also 

ah  t 


„,+i„, ^j  T  -^-^^  y6:i(a.+  i)*_rV»-l)V''  +  l) 

80  genfigen  diese  Coordinaten  der  Gleichung  des  Kreisee 

a;*  +  y'   ==  r« 
aber  nicht  der  Gleichung  der  geraden  Linie 

y  =r  ax  -f*  & 
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Es  koromeD  daher  fQr  die  imaginären  Dnrchschnittspankte  des 
Kreises  und  der  geraden  Linie  nur  die  entsprechenden  Coordinaten 

in  Betracht. 

Die  Coordinaten  dieser  complexen  Punktpaare  stimmen  tibercin 
mit  den  Coordinaten,  welche  sich  nach  den  Gleichungen  (\)  und  (2) 
für  imaginäre  Durchschnittspnnkto  des  Kreises  und  der  geraden 
Linie  ergeben  haben. 

Die  imaginären  Durchschuittspunkte  des  Kreises  und  der  ge- 
raden Linie  finden  ihre  geometrische  Darstellung  daher  durch  die 
complexen  Punktpaare,  'äderen  reeller  Punkt  den  reellen  Flächen, 
deren  imaginärer  Punkt  den  imaginären  Flächen,  durch  welch«  der 
Kreis  und  die  gerade  Linie  für  complexe  Variable  dargestellt  wer- 
den, gemeinsam  ist. 


YI.    Bestimmung  der  Lage  der  imaginSren  Schnittpunkte. 
Die  reellen  Schnittpunkte  des  Kreises 

und  der  geraden  Linie  ^'  +  ^*  °  ^' 

liegen,  wie  der  Kreis  und  die  gerade  Linie  selbst,  in  der  XZ  Ebene 


Die  Gleichung    der  geraden   Linie,    deren  Durchschnitt    mit    dem    Kreise 
durch  die  Torstchendcn  Coordinaten  in  diesem  Falle  gegeben  ist,  hat  die  Form 

Die  Lage  dieser  Linie  wird  durch  die  Lage  des  Punktes  bestimmt,  in  welchem 

die  Linie 

y  =  ax  -{•  ^ 

von    demjenigen  Lote   durchschnitten  wird,    welches    vom  Anfangspunkt    der 

Coordinaten  auf  die  Linie 

y  =  —  ax  —  6 

gefallt  wird.     Die  Linie,  deren  Gleichung 

w  s=  —  ax « r— 

^  a^  —  1 

ist,  steht  auf  diesem  Lote  in  dem  bezeichneten  Schnittpunkte  senkrecht. 
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Die  Coordiuaten    des  Mittelpunkts   beider  Dnrchschnittspuiikte 


ah  b 


^  =  —  viJlf )       n 


gehören  zu  dem  Fusspunkte  des  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
auf  die  gerade  Linie  gefällten  Lotes. 

Wenn  die  Schnittpunkte  des  Kreises  und  der  geraden  Linie 
imaginär  werden,  so  wird  die  Abscisse  der  Schnittpunkte  durch  die 
Gleichung 

gegeben.    Die  Schnittpunkt   liegen  daher  zu  beiden  Seiten   der  XZ 
Ebene  in  der  Entfernung  y  von  derselben. 

Die  über  don  durch  diese  Abscisscn  gegebeneu  Fusspunkten 
stehenden  Ordinaten  sind  durch  die  Gleichung  gegeben: 

Auch  in  diesem  Falle  sind  die  Mittelpunkte  beider  imaginären 
Schnittpunkte  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

ah  b 


Auch  die  Mitte  der  imaginären  Schnittpunkte  ist  reell,  liegt  in 
der  XZ  Ebene,  fällt  auch  hier  mit  dem  Fusspunkte  des  vom  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  auf  die  gerade  Linie  gefällten  Lotes  zu- 
sammen. 

Die  beiden  reellen  den  complexen  Punktpaaren  zugehörigen 
Punkte  liegen  in  der  Höhe  dos  Fusspunktcs  dieses  Lotes  zu  beiden 
Seiten  der  XZ  Ebene;  die  imaginären  Punkte  liegen  zu  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  XY  Ebene  und  zwar  so  verteilt,  dass  die  ima- 
ginären und  reellen  Punkte  auf  denselben  oder  entgegengesetzten 
Seiten  der  XY  Ebene  liegen,  jenachdem  in  der  Abscisse  des  Punkt- 
paares die  Werte  von  x  und  y  entgegengesetzte  oder  gleiche  Vor- 
zeichen haben. 

Die  beiden  reellen  den  complexen  Punktpaaren  angehörenden 
Punkte  liegen  hiernach  zugleich  in  der  U  Fläche  und  in  der  durch 
die  Y  Axe  und  das  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  ge- 
rade Linie  gefällte  Lot  gelegten  Ebene.  Da  diese  Ebene  die  U 
Fläche  nach  Abschnitt  III.   in  einer  Hyperbel  schneidet,    so  mnss 
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der  Ort  der  reell^q  Punkte  die  Hyperbel  seia,  deren  Horizontal- 
projection  nach  Gleichung  (7)  durch  die  Gleichung 

_^^ y^  _  ^  ^ 

gegeben  ist,  wenn  «  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  das  Lot  mit 
cjer  JCF  Ebene  bildet.  Da  der  Winkel  a  aber  durch  das  Lot  zur 
t^inje 

bestimmt  wird,  so  nimmt  hier  tanger  den  Wert 

1 

tanga  «==  -  - 

somit  die  vorstehende  Gleichung  der  Hyperbel  die  Form 

an.    Es  stimmt  diese  Gleichung  mit   der  Bedingungsgleichung  10^ 
.  überein,  welche  für  die   Durchschnitfspuukto  des   Kreises   und  der 
geraden  Linie  aufgestellt  ist. 

Die  beiden  iiraginüreu,  den  coraplexen  Punktpaaren  angehörigen 
Punkte  gehören  der  r  Fläche  an  und  liegen  zugleich  in  der  Ebene, 
welche  durch  die  x  Axe  unter   demselben  Winkel   «  gegen  die  XY 
'  Ebette  gelegt  ist,  unter  welchem  die  gerade  Linie 

z  =  ajB-4-  b 

gegen  die  X  Axe  geneigt  ist. 

Da  diese  Ebene  die  V  Fläche  in  einer  Hyperbel  schneidet,  so 
mUssett  die  iitiaginären  Punkte  auf  dieser  Hyperbel  liegen ,  dereu 
HorizontalprojüCtion  nach  Gleichung  (8)  durch  die  Glelcbiang 


X*  sin^a       r^  ces^a 
j^e^et)en  ist. 

Da  hier  der  Winkel  durch  die  Gleichung 

tango  «=  a 

bestimmt  ist.  so  lässt  sich  auch  diese  Gleichung  auf  die  Form  bringeo 
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•  1 

Die  Projectionen  beider  Hyperbeln ,  auf  denen  die  reellen  and 
imaginären  Punkte  der  complexen  Pnnktepaäre  liegen,  fallen  daher 
zusammen,  wie  dies  schon  durch  den  Umstand  bedinj^t  ist,  dass  die 
zugehörigen  reellen  und  imaginären  Punkte  eines  complexen  Punkt- 
paares  senkrecht  über  demselben  Fusspunkte  liegen*). 

Es  entsprechen  die  betreffenden  Schnitte  der  U  und  V  Fläche 
zugleich  den  Bedingungen,  unter  denen  bereits  im  Abschnitt  lY.  das 
Zusammenfallen  der  Projectionen  beider  Schnittcurven  nachgewiesen 
Worden  ist. 

In  zwei  besonderen  Fällen  gehen  die  complexen  Puuktpaare, 
welche  die  imaginären  Schnittpunkte  darstellen,  in  einfache  Punkte 
über,  und  zwar,  wenn  die  den  Kreis  in  der  XZ  Ebene  durchschnei- 
lende  gerade  Linie  der  X  Axe  oder  der  Z  Axe  parallel  ist. 

Wenn  die  Linie  der  X  Axe  parallel  ist,  in  der  Gleichung 

z -\- q'jc -\- h 


*)  Anch  die  reellen  und  imaginären  Funkte  der  Pnnktepaäre,  deren  Coor- 

dinaten  durch  die  Gleichungen  B  gegeben  sind,    liegen  auf  Hyperbeln,   deren 

Projection  mit  der  Projection  der  oben  behandelten  Hyperbeln    zusammenfällt. 

Der  Halbirungspunkt  dieser  imaginären  Punkte  ist  gleichfalls  reell  und  durch 

die  Coordinaten 

ah  h 

gegeben.    Es  ist  dies  der  in  der  Anmerkung  (pag.  249)  bezeichnete  Punkt,  in 
welchem  das  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  Linie 

y  =  — ax  —  ö 
gefüllte  Lot  die  Linie 

durchschneidet. 

"Die  reellen  Punkte  dieser  Punktpaare  liegen  in  der  Ebene,  welche  durch 
dies  Lot  und  durch  die  Y  Axe  bestimmt  ist,  demnach  auf  der  Hyperbel,  in 
welcher  diese  Ebene  die  ü  Fläche  durchschneidet,  Die  imaginären  Punkte 
liegen  auf  der  Hyperbel,  in  welcher  die  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  XY 
Ebene  der  V  Fläche  durchschneidet. 

Bei  diesen  Pnnktpaaren  liegen  jedoch  abweichend  von  den  den  imaginären 
Schnittpunkten  des  Kreises  und  der  geraden  Linie  entsprechenden  Punktpaaren 
die  reellen  und  imaginären  Punkte  so,  dass  beide  auf  derselben  oder  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  XY  Ebene  liegen,  je  nachdem  die  den  zugehörigen 
Abscissen  entsprechenden  Werte  von  x  nnd  y  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben. 


17 


?* 
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für  a  der  Wert  0  eintritt,  die  Gleichung  der  Linie  also  die  Form 
a  =  6  annimmt,  .80  ergeben  sich  für  die  Abscissen  der  reellen 
Schnittpunkte  nach  Gleichung  11)  die  Werte 

so  lange  dar  ist 

Wenn   Ä>r   ist,    so  werden  die  Schnittpunkte  imaginär  und 
nach  Gleichung  (14)  erhält  die  Abscisse  den  Wert 


indem  der  reelle  Teil  des  Ausdrucks  zu  null   wird,    und  die    Ordi- 
nate den  Wert 

annimmt,  indem  der  imaginäre  Ausdruck  v  zur  null  wird. 

Diesen  reellen  Ordiuateu  entsprechen  daher,  indem  die  imagi- 
nären Punkte  fortfallen,  allein  reelle  Punkte,  welche  in  der  YZ  Ebene 
liegen  und  und  zwar  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  in  der 
YZ  Ebene  über  der  FAxc  aufsteigt  und  im  Abschnitt  III.  als  die  reelle 
Kebencurve  des  Kreises  bezeichnet  worden  ist. 

Wenn   die  Linie  der   Z  Axe    parallel    ist,    die   Gleichung  der 

Linie  also  die  Form  x  =  c  annimmt,  so  ergiebt  sich  für  die  Abscisse 

der  reellen  Durchscbnittspuukte  aus  der  Gleichung  11),  da  in  diesem 

Falle 

h 

a 

zu  setzen  ist,   der  Wert 

aj  =•  e,  dem  die  Ordinate  2  =  +  i/r^  —  e^ 

entspricht,  welche  reell  ist,  so  lange  r  >  e  ist. 

Für  die  Abscisse  der  imaginären  Durchschnittspunkte  ergiebt 
sich  aus  den  Gleichungen  (19)  gleichfalls  a;  =  «;  die  Ordinate  u-\-iv 
nimmt  dagegen  den  Wert 

w  +  *^  =  i  *  r  c^  —  »"^ 

an,  da  der  Wert 


u  = 


a^+1 
in  diesem  Falle  den  Wert  0  annimmt. 
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Die  reellen  Ordinaten  kommen  in  Wegfall  und  es  stehen  über 
der  X  Axe  in  der  XZ  Ebene  daher  allein  imaginäre  Ordinaten. 

Da  deren  Endpunkte  zugleich  der  V  Fläche  und  der  XZ  Ebene 
angehören,  so  liegen  dieselben  in  der  gleichseitigen  Hyperbel,  in 
welcher  die  XZ  Ebene  nach  IV.  die  V  Fläche  durchschneidet,  und 
welche  als  die  imaginäre  NebencurVe  des  Kreises  bezeichnet  wor- 
deu  ist. 


Resultat  der  verschiedenen  Uutersuehnngreu. 


Verschiebt  man  eine  in  der  XZEh^ne  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gezogene  gerade  Linie,  welche  einen  in  derselben 
Ebene  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschriebenen  Kreis 
durschneidet,  parallel  so,  dass  ihre  Entfernung  vom  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  mehr  und  mehr  zunimmt,  so  rücken  die  reellen 
Schnittpunkte  näher  und  näher,  bis  beide  Schnittpunkte,  wenn  die 
Linie  um  dem  Radius  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  entfernt 
ist,  in  einen  Punkt  zusammenfallen.  Entfernt  sich  die  Linie  weiter, 
so  erscheinen  die  imaginären  Schnittpunkte  zu  beiden  Seiten  der 
XZ  Ebene  in  gleicher  Entfernung  von  derselben  als  complexe  Punkt- 
paare, deren  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  vom  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  auf  die  Linie  gefällten  Lotes  bleibt,  und  deren  reelle 
und  imaginäre  Punkte  auf  zwei  Hyperbeln  verlaufen. 

Die  reellen  Punkte  dieser  complexen  Punktpaare  liegen  in  der 
durch  die  Y  Axe  und  das  auf  die  Linie  gefällte  Lot  gelegten  Ebene 
und  verlaufen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Scheitel  der  Punkt  ist,  in 
welchem  das  auf  die  Linie  gefällte  Lot  den  Kreis  durchschneidet. 

Die  imaginären  Punkte  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  die 
X  Axe  unter  demselben  Winkel  gegen  die  XY  Ebene  gelegt  ist, 
unter  welchem  die  gerade  Linie  gegen  die  -X  Axe  geneigt  ist,  und 
verlaufen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Scheitel  die  Projection  des 
Scheitels  der  ersteren  Hyperbel  auf  die  XF  Ebene  ist.  Im  Scheitel 
dieser  Hyperbel  entspricht  der  imaginären  Ordinate  der  Wert  null 
und  diese  Ordinate  steigt  auf  der  einen  Seite  der  schiefen  Ebene  in 
die  Höhe,  während  sie  auf  der  anderen  Seite  abfällt. 

Die  Horizontalprojectionen  beider  Hyperbeln  fallen  zusammen 
in  die  Hyperbel,  deren  Gleichung 


262       Suhle:   Die  geometritche  Darstellung  imaginärer  Schnittpunkte. 

Ä*  j r^ 

ä«  ""  ^    ""  1  +  a« 
18t. 

Die  complexcn  Paoktepaare,  welche  den  imaginären  Durch- 
Schnittspunkten  entsprechen,  gehen  in  einfache  Schnittpunkte  über, 
wenn  die  gerade  Linie  der  X  und  Y  Axe  parallel  ist,  indem  im  er- 
ßteren  Falle  für  a  =  0  die  imaginären  Schnittpunkte  durch  reelle 
Punkte  dargestellt  werden,  welche  in  der  YZ  Ebene  auf  der  reellen 
Nebencurve  liegen,  während  für  a»oo  allein  imaginäre  Schnitt- 
punkte vorhanden  sind,  welche  in  der  XZ  !^bene  auf  der  imaginären 
Nebencurve^  des  Kreises  liegen. 


j 
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2^3 


XXVII. 

Zur  Coordinatentransforinatipn, 

Von 

I  *  *  ' 

Rudolf  Ziegel. 


Die  Gleichung  der  Curve  zweiter  Ordnung  in  homogenen  Punkt- 
coordinaten  lautet 

Man  erhält  die  Gleichung  in  homogeneu  Liniencoordinaten, 
wenn  man  in  der  vorigen  die  yi  mit  den  ti»  und  di«^  Co^ffici^nten  mit 
den  entsprechenden  Unterdetermiuanien  der  Determinante 


«1  j     a^g    «1  g 

^    =    1   «ai      ^«äJ      ^83 


^ai       ^32      ^33 


{ax^  «^  Oxä) 


vertauscht   (vgl.  Clebsch-Lindcmann,  Geometrie  I,  p.  78  und    284). 
In  ttbersichtligher  Form  geschrieben,  keisst  sie 


g{u,  U2  wa)  = 


Ojj     a^2     «i»     W| 


«21       ^2       ^23      **2 


«31       «32      «33      M3 
U|  U^       U3         0 


0 
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Ersetzt   man  in  g{u^y  u^^  u-^^    die   Linicucoordiuatcn  tt^,    %,  u^ 
bzhw.  durch  die  Abgeleiteten 


80  erhält  man 


Syi"^"     ^2^-^''     hz^^' 


I  «11      «18 


ÖJ3     /i 


üifufiJfd 


__      021  ^2      ^23     /i 

I  ^ 

«41  «32      «33     /3 

I 


Diese  Determinante  hat  den  einfachen  Wert  —  4/(yi,  y^,  y^)-^ 
es  enthält  also  gift^f^^  /i)  den  Factor  f[y^,  y^,  yg),  wie  ja  stets  die 
mit  den  ersten  Ableitungen  geränderte  Hesse'sche  Covariantc  einer 
ternären  Form  durch  die  Form  selbst  teilbar  ist.  Die  Determi- 
nante /S  wurde  stillschweigend  als  von  null  verschieden  vorausge- 
setzt, entsprechend  soll  im  Folgenden  die  Hesse'sche  Covariautc 
nicht  identisch  den  Wert  null  haben. 

Es  wird  behauptet,  dass  allgemein 

die  linke  Seite  ^(wi,^,  W3)  der  Gleichung  einer  Curve  in 
homogenen  Liniencoordinaten  durch  die  linke  Seite  fiy^ 
^2»  ys)  der  Gleichung  derselben  Curve  in  homogenen  Punkt- 
coordinaten  teilbar  ist;  wenn  man  die  m  durch  die  Abge- 

leiteten     ^r-  ersetzt,  d.  h.  dass  a(  ör-»  ö~»  ö~~l  den  Factor 
ii  V^i  öyg  oy^l 


dyi 
f(y^  Vi,  ys)  enthält. 

Es  sei 


(1) 


f(yi^  ^21  2/3)  •=  ö 


die  Gleichung  der  Curve  in  Punktcoordinaten  von  höherer  als  der 
ersten  Dimension.  Wir  führen  einen  Parameter  tp  ein,  dass  die 
Functionen 

die  Gleichung  (1)  identisch  befriedigen  und  die  Determinante 


<pl(<), 

9»(«), 

<p»(0 

<pt'(t) 

9>»'(') 

9>3'(0 

Viit), 

•PsW, 

VsC) 

WO  die  Accente  die  Ableitungen  nach  der  unabhängigen  Variablen 
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bezeicben,  nicht  identisch  verschwindet.  Die  y^  bilden  dann  ein 
Fundanientalsy^tem  von  Integralen  einer  homogenen  linearen  Difi'c- 
rcntialgleichuiig  dritter  Ordnung 

d^y  d^y    ,  dy 

Zwischen  den  Fandamentalintcgralen  yi  dieser  Differentialglei- 
chung besteht  die  homogene,  nicht  lineare  Relation  (l).  Aus  dieser 
folgt  nach  dem  £uler*schen  Satze  und  durch  Differentiation 

dt  f'  +  lü^^-^litf^  ^  ^ 

Das  Ergebniss  dieser  beiden  inbczug  auf  /,,  /i,  /"^  homogenen  linearen 
Gleichungen  ist 

fi-'f^'f^-yy^^-yzär)'  v^dT-y^  In) 

€ly^  dyi  \ 

oder 

(3)  /j  =»  du^,     f^  «  du^,    /i  «  rfi*8 

wenn  man  mit  W|,  W2»  "3  die  den  Integralen  y,,  ^2»  Vz  ^^^  Differen- 
tialgleichung (2)  adjungirten  Integrale  bezeichnet.  M  bedeutet  eiuu 
gewisse  Function  von  t. 

Nun  hat  Herr  Fuchs  (vgl.  Sitzb.  d.  Berl.  Akad.  180,  p.  47  ») 
bewiesen,  dass  auch  die  (linear  unabhängigen)  Integrale  Uj,  u^^  Hj 
einer  homogenen  Belation  mit  constanten  Coefficienten 

(4)  flr(w,,  W21  %)  "=  ^ 

genügen.  Ersetzt  man  hierin  mj,  «2,  t*3  durch  die  Ausdrücke  (*5) 
so  erhält  man 

Da  zwischen  den  Integralen  yj,  y2i  ^s  nicht  mehr  als  eine  irro- 
ductiblo  homogene  Gleichung  bestehen  kann,  so  ist  notwendig 
g(fi^  f2y  /s)  teilbar  durch  /(y,,  ^25  .Vs)-  ^^^  Gleichung  (4)  stellt 
dasselbe  Gebilde  in  Linien  —  wie  Gleichung  (1)  in  Punktcoordi- 
naten  dar  (vgt.  etwa  A.  Krug,  Zur  linearen  Differentialgleichuug 
dritter  Ordnung,  Prag  1892,  p.  60).  Damit  ist  die  Behauptung  er- 
wiesen. 


'  [yi 
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Unser  Satz  liefert  eine  neue  Methode  zur  Transformation  einer 
Gleichung  ron  Punkten  in  Liniencoordinaten.  Als  Beispiel  soll  diö 
Gleichung 

fiviy  y»»  ys)  =  Vi*"  +  y«**  +  ys"  "=  ö 

behandelt  werden,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  kommt  nach  dem  Obigen  darauf  an,  eine  irreductible  Form 
<P(yii  ^21  ys)  zu  finden  so,  dass  das  Product  (yi^+ya^+ys**)  .  <Jp(<Pi, 
^2»  ya)  nur  die  Potenzen  yi***"^  y2**""S  ys**^^  enthält,  d.  h.  dass 

(5)    (yi^+ys^+y«)  •  ^(yii  ys»  ys)  =  ^Cyi**"S  ,yJ"'\  y«**"^)  »st, 

^(W„    Mj,   Mj)    =   0 

ist  dann  die  gesuchte  Gleichung  in  Liniencoordinaten. 
Die  n — 1  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung 
jjH-i  «3=  1    seien    1,  p,  ()^,  .   .   .  ^"-^ 

Wir  ersetzen  in  (5)  y^  durch  Qy^^  dabei  bleibt  die  linke  Seite 
ungeändert,  weil  sie  nur  y**»""^  enthält,  andererseits  aber  geht  sie  in 
(yi**+Py2**  +  y3")  •  v(yi»  Py2i  ya)  ^berj  es  ist  daher 

(yi**+y3**+y3")  •  ^(vu  y«.  ya)  ^  (yi**+9y2**+y8**)  •  <3P(yii  ^y2y  y») 

Hieraus  folgt,  dass  ^(y^,  yg,  2^3)  durch  yi'^  +  c'yg^+ys^  teilbar  ist. 

Ersetzt  man  ferner  y^  der  Reihe  nach  durch  Q^y^,  Q^y^^—Q^^ht^ 
so  erkennt  man,  dass  y(yi,  y^-,  y^)  teilbar  ist  durch  yi**  +  P*^i2^2**+y3M, 

•  •    •  yi**  +  ^**''^ya**  +  yü"-    I"  derselben  Weise  findet  mau,  wenn  y^ 
durch  q^y^y  q^y^<^  .    ,     ^**"^^a  er-^otzt  wird,  dass  9<yj,  y«»  y,»  auch 

die    Factoren    yi'»  +  y,"  +  eya*S    y|"^-y2•*  +  P*y^^  •   •   *.y4**+y2'*+ 
^«-3^3«  enthält. 

Wir  ersetzen  nun  gleichzeitig  y^  durcl\  py^.  p*y27  •  •  •  Q^^^Vt 
und  ya  durch  p'yg,  p^y.,,,  .  .  .  p**~^y3  .  .  .  und  ersehen,  dass  <jp(y4, 
y2,  ya)  auch    durch    Vt^'+Qy^+Qy^^,    yj"+^y2"+P'*y3S  •    •    •  yi** 

+  P*y2"+p""^y3**.     •  .,y|"+«>"-■'V+p^y3^  yl«+p--^y2*•+pV3^ 

•  •    .  yi*»  +  ^'»~22^2n_|-pt»-2y^n  teilbar  ist. 

Allgemein  sei  jetzt 

yi**+p''y2"+p*ya**  •'^  (pi  9) 

Ö,  ■  . 
„  ,  ^  ^  bis   n--2  mit  Aus- 

nahme des  Wertepaares   (i>  =  0,  g  =  0)  annehmen.    Solcher    Tri" 

nome  giebt  es 

(h— 1)2-1  =n(n— 2) 
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Die  Function  9(^1,  yg,  y^)  ist  nach  dem  Vorigen  durch  die  sämt- 
lichen n(n  — 2)  Trinome  teilbar. 

Je  zwei  der  Functionen  (pf  q)  sind  teilerfremd.  Denn  jeder 
Divisor  einer  Function  (/?,  q)  muss  ^|,  1/2^  y^  gleichzeitig  enthalten. 
Ein  gemeinsamer  Divisor  zweier  Functionen  müssto  auch  in  deren 
Differenz  aufgehen,  diese  ist  aber  nur  von  y^  und  y^  abhängig. 

Daher  ist  die  Function  if>(yi^  y^t  y^)  durch  das  Productder  sämt- 
lichen n(n  —  2)  Trinome  teilbar. 

Das  Product  (yi"+y8**4-2^s**)  •  ^^P»  (Z)  ^st  eine  homogene  Func- 
tion von  ^1**-^  Vi''^^',  ^3**"^.    Es  hat  nämlich  die  in  —  1)*  Factoreu 

(0,0),  (1,0),  (2,  0),.  .  .(«-2,0) 
(0,  1),  (1,  1),  (2,  1),  .  .  .  («-2,  1) 
(0,  2),     (1,2),    (2,2),.    .    .(n-2,  2) 


(0,  n^2),     (1,  n~2),     (2,  n-2(,  .    .    .(n-2,  n~2) 

Ersetzt  man  y^  durch  qyi,  so  stimmt  das  Product  der  Factoren 
der  Aten  Spalte  mit  dem  der  Giieder  der  (A  —  l)  Spalte  tiberein; 
ersetzt  man  y^  durch  Q^y^^  so  stimmt  das  Product  der  Factoren 
der  Aten  Spalte  mit  dem  der  Glieder  der  (A=x)ten  Spalte  tiberein 
für  X  =  2,  3,  .    .    .  n  -  2. 

Wird  y^  durch  Q^'y^  ersetzt,  so  geht  die  Ate  in  die  (A-f  x)te 
Spalte  tiber,  und,  wenn  ^3  durch  g^y^  ersetzt  wird,  die  Ate  Zeile  in 
die  (A  +  x)te  Zeile  für  h  «  1,  2,.  .  .  n— 2).  Hierbei  ist  von 
A-j-*  ^^r  kleinste  positive  Rest  nach  dem  Modul  n  —  l  gemeint). 

Daraus  folgt,  dass  in  der  Tat  die  Function  (yi"4-ya**+y2**-  ^(p»  q) 
nur  von  den  Potenzen  yi""'^  ^2**""*5  y%^~^  abhängt. 

Hiernach  ist  der  Quotient  <f±^^^^ 

tiou  von  yi**"~S  y2**~^?  2^3**~S  da  Zähler  und  Nenner  einzeln  es  sind, 
ferner  eine  ganze  rationale  Function,  da  g)(yj,  ^7,  2^3)  durch  I/(p,g) 
teilbar  ist.    Es  ist  daher 

y(yn  2^2^  2^3)  =  ^ip^  a) '  Myi*'~\  ^2**""^  ^3**"^) 

wo  tff  eine  willkürliche  Form  bezeichnet,  die  allgemeinste  Lösung 
der  gestellten  Aufgabe.     Hieraus  folgt  auf  Grund  der  Gleichung  (5) 

9(^1*""^  y2"-^  y3«-x)  =  (yt^'+yi^'+ys"*) .  n(p,  q) 
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§  1. 

0  ^  u  ^  a 
Seien  a,  /J,  y  die  Richtangswiukel  von  AP,  BP,   MP;  dann  ist 

der  gesachte  Winkel.    Nun  hat  man 


woraus : 


wo 


wo 


V  —  a                     V  —  a  V 

tga  =  — i — ;     tg/?  =  ;     tgy=- 

2«i(i7  —  a)                      ,       V  —  u 
tg(a  +  /?)  =  —  7 zn — 5 2  =  —  *^"  "ä :r^ 

p«(i;-a)2  +  a«  +  u3  (2) 

a+j5       1  —  cos(tt  +^)       p  ~  2n^-|"^* 
^  "2         '       sin(«+7)~  ""    2m(^  — «) 

r2===;,2— 4a2  2^2  (3) 


Das  fragliche  Vorzeichen  von  v  darf  nicht  unentschieden  blei- 
ben. Sind  u  und  if—a  positiv,  so  muss  r  das  Vorzeichen  von 
8in(«+iS)  haben.  Die  Bedingung  ist  ausserhalb  des  Feldes  immer 
erfüllt.  Dann  zeigt  eine  Betrachtung  des  Dreiecks  APB ,  worin 
^P>  BP,  dass  Wkl.  ABP':>  BAP,  d.  h. 

•jR-/?>«    oder    «4-/9<2R 
folglieh 

sin(«+/3)>0 
ist.    Demnach  ist  r  stets  positiv. 

Jetzt  ergibt  sich: 
Das  ist,  nach  Erweiterung  des  Bruchs   mit  2M*(t?— o)-|-v(p — 2^*— r) 
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Hiernach  ist  d  -=  0  erstens  für  m  =  0,  zweitens  für 

Pie  Jetztere  öleicbung  gibt  nach  Gl.  (2)  (3)  : 

daher  ist  5  ==  0  erstens  längs  der  y  Axe,  zweitens  längs  dem  Kreis- 
bogen 

t^«  +  (^^-a)2  =  a2  (5) 

der  sich  vom  Punkte  (0,  2a)  zum  Punkte  (a,  a)  erstreckt. 

Zur  Ermittelung  des  grössten  absoluten  ö  ergibt  die  Differen- 
tiation von  Gl.  (4)  bei  constantem  u  mit  Anwendung  von  Gl.  (2) 
und  (3): 

d  tgö         4aw    {v     '2a) (v  —  a)'^  —  v(a^ — u^)r  —  2a(v  —  a) 
Bv  ^-j-r  {p  =  2a^)^  p 

4: au    (ü  —  2a)  (v  -  a  .^  —  v  (a-  -  ir ) 
p-j-r  rlr-]-  '2x  {y  —  a)] 

folglich  ist  der  Wert  von 

v/t  ^  {v-2a)(ü^a)^  -v(a^~u^) 

allein  bestimmend  für  das  Wachsen  oder  Abnehmen  von  ö.     Nun 
ist,  für  t?  *<  2a,   J  beständig  <[  0,  dagegen  für  v'^  2a 


-==.2(.-2a+,J>0 


a 


folglich  nimmt  ö  von  i?  =  a  bis  w  =  2«  beständig  ab,  dagegen  wächst 
zf,  das  für  v  ^  2a  negativ  war,  für  v  >>  2a  beständig  und  muss 
einmal  aber  auch  nur  einmal  verschwinden,  d.  h.  ö  muss  für  irgend 
ein  t?  >  2a  nach  absolutem  Werte  ein  einziges  Maximum  haben. 

Der  Punkt  P,  welcher  für  irgend  ein  u  diesem  Maximum  ent- 
spricht ,  erzeugt  bei  variirendem  u  (von  0  bis  1)  eine  Curve  Q, 
deren  Gleichung 


1:72 
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vJ  =  {v-  2a) (v  — a)«  -via^  —  u«)  -=  0 

Längs   der  Curve  Q  ist 

\(v-'2a)(So  -'>a)  +  u^\dv'^2vudu=::0 

daher  nimmt  v  bei  wachsendem  u  beständig  ab;  die  Endpunkte  sind : 

Qo  (u  =  0,  «?«  2,839  .    .    .  )     »nd     Qi  (w  —  1,  t;  —  2) 

Die  Variation  von  d  längs  Q  lässt  sich  nicht  einfach  ausdrückeu; 
doch  zeigt  die  folgende  Tabelle,  dass  ö  mit  x  von  0  an  beständig 
wächst. 


Coordinaton  längs  Q.    Sei  a=:  1. 


V 


u 


-tgd 


2 

1 

0,0897 

2,1 

0,971 

0,0846 

2,2 

0,934 

0,0789 

2!3 

0,883 

0,0720 

2,4 

0,S2.) 

0,0646 

2,5 

0,742 

0,0562 

2,6 

( ,640 

0,0468 

2,7 

0,501 

0,0355 

2,S 

0,272 

(V'2I4 

2,°30 

0 

0 

Das,   obwol  unbewiesene  stete  Wachsen,   als  unzweifelhaft  an- 
genommen, folgt,  dass  der  Wert  im  Punkte 


-tg(5 


5V5--11 


2 


=  S{\/'ü  —  lf  «  0,^r066999 


(6) 


der  grösste  im  Bereiche  0 


^  w  ^  a  ist. 


§  2- 


a  ^.  u  ^  V 


Liegt  der  Punkt  P  im  so  begrenzten,  zweiten   Gebiet,   so  sind 
die  änssersten  Sehstrahlen   AP  und  CP.    Möge  daher  jetzt  ß  der 
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Kichtungswiukel  von  CP  bezeichnen,  während  Gl.  (1)  den  gesuchten 
Winkel  ö  wie  bisher  ausdrückt.    Hier  ist: 


tga==    -  y-    ;     tg^=3--!— ;     tgy==- 


woraus : 


tg{a+ß) 


2(uv±a^) 


tg 


u* — v^ 


WO 
Jetzt  ist 


/tt  +  g       \        u(r  -  u^'\'V^)-'2v(uV'\-a^) 
tgö   =  tg\^-2—  -yy  =  2w(ut,+,a*)+tt(r  — u»+t,«) 

Macht  man  den  Zähler  rational,  so  findet  man : 

Diese  Ausdrucksform  stellt  den  Sinn  der  Variation  von  8  un- 
mittelbar  durch  das  ganze  Gebiet  übersichtlich  ins  Licht.  Wenn  u 
voü  1  bis  V  wächst,  so  ist  der  Zähler  des  Ausdrucks  stets  negativ 
und  wächst,  der  Nenner  stets  positiv  und  wächst.    Folglich  ist 

abs.  tg  d  =  —  tg  5 

beständig  positiv  und  nimmt  bis  0  beständig  ab. 

Nun  ist  der  Sehstrahl  CP,  identisch  mit  BP,  beiden  Gebieten 
gemein  für  u  =  a^  mithin  sind  die  in  §  1.  berechneten  Werte  von  d 
auch  im  2.  Gebiete  für  v  »  a  gültig.  Aus  §  1.  ist  bekannt,  dass, 
für  v>  2a,  —  tgd  beständig  abnimmt.  Alles  Wachsen  von  u  undv, 
beginnend  von  m  =  a  und  t;  — »  2a,  vermindert  also  den  Wert  von 
—  tgö.  Das  Ergebniss  von  §  1.  gilt  nun  auch  für  das  2.  Gebiet, 
demnach  für  die  ganze  Ebene ;  d.  h.  der  Wert  (5)  ist  der  grösste. 

Bemerkung  1.  Die  Eigenschaft  des  Kreises  (5),  nach  welcher 
längs  desselben  d  =  0  ist,  erschien  als  besonderes  Ergebniss  der 
Rechnung.  Ausserdem  ist  sie  aber  auch  durch  Figurbetrachtung 
sofort  za  ersehen.  Liegt  nämlich  P  auf  dem  Kreise ,  so  sind  die 
beiden    Teile   des   Winkels  zwischen    den    äussersten    Sehstrahlen, 
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AFM  und   BPM^   Pcripheriewinkel  auf  gleichen  Sehnen,   uad  MF 
selbst  halbirt  ihn.  .  ; 

Bemerkung  2.   Im  2.  Gebiet  führt  die  Betrachtung  des  Dreiecks 
ACP  mittelst  bekairater  Sätze  mahelos  zu  dem  Ausdruck 


tg^ 


f-g 


2eh 


wo 


f+gif+9)'*-^^ 

AC  =  e;  .PA^f-,    PC  =  g 


die  Seiten  und   h  die  Höhe  von  P  aus  bezeichnen.    Doch   scheint 
dieser  Weg  für  die  Theorie  nicht  förderlich. 


*    •  ♦    . 
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XXIX. 

lieber  die  trigonometrische  Lösung 
merkwürdiger  Dreiecksaufgaben. 

Von 

A.  Korselt  in  Plauen  i./V. 


„Die  reine  Mathematik  wächst,  indem  man  die  alten  Problenoe 
mit  nenen  Methodeti  durchdenkt",  sagt  F.  Klein  in  seiner  Gedächt- 
nissrede aöf  Riemann')-  Beispiele  dafür  sind  die  in  diesem  Jahr- 
hundert, gelösten  berühmten  geometrischen  Probleme  des  Altertums. 
Seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts  werden  aber  in  den  Lehrbüchern 
heue  mit  Zirkel  und  Lineal  zu  bewältigende  Constructionsaufgaben 
gestellt,  ohne  dass  dabei  eine  bestimmte  Einteilung  durchgeführt 
wird.  Man  stellt  die  Aufgaben  willkürlich  neben  einander  und  fragt 
uicht,  ob  dies  sämtliche  lösbare  Aufgaben  sind,  die  sich  aus  vor- 
gegebenen Stücken  bilden  lassen.  Nur  für  die  Ordnung  nach  den 
Methoden  der  Lösung  ist  ein  guter  Anfang  gemacht  in  der  Schrift 
Petersens:  Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung  geometrischer 
Ck)nstractionsaufgaben.  Im  Geiste  der  modernen  Mathematik  (vergh 
Engel,  der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik  S.  10  und  11) 
hat  man  sich  zuerst  zu  fragen : 

„Welche  elementar-geometrischen  Aufgaben   lassen  sich 
mit  Zirkel  und  Lineal  lösen?" 

und  da  für  scheinbar  einfache  Aufgaben  diese  Werkzeuge  nicht  ge- 
nügen und  ein  beliebiger  Winkel  durch  wenige   einfache  Versuche, 


1)  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  41   S.  47. 
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z.  6.  durch  fortgesetzte  Halbirnng,  beliebig  genau  in  n  gleiche  Teile 

zerlegt  werden  kann,  so  kommt  man  von  selbst  auf  die  allgemeinere 

Frage: 

„Welche    elementar-geometrischen  Aufgaben    sind  mit 

Lineal,  Zirkel  und  Winkelteilung  lösbar?" 

9 

oder  in's  Algebraische  übersetzt:  welche  geometrischen  Aufgaben 
führen  zu  „metacyklischen'^  (auflösbaren)  Gleichungen:  d.  h.  Glei- 
chungen, deren  Wurzeln  sich  durch  Wurzeln  binomischer  Gleichungen 
ausdrücken  lassen? 

Diese  Frage  ist  für  eine  besondere  Aufgabe  von  Herrn  Hey- 
mann  in  Hoffmann's  Zeitschrift  1896  S.  597  gestellt  und 
von  mir  in  Schlömilch's  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik  Bd.  42,  S.  304  ff.  beantwortet,  aber  sonst  noch  nicht  be- 
rührt worden.  In  ihrer  Allgemeinheit  bietet  sie  auch  keinen  An- 
griffspunkt, man  wird  das  Gebiet  der  gegebenen  Elemente  einschränken 
müssen.  Nur  sind  in  den  planimetriscbeu  Lehrbüchern  die  am 
häufigsten  vorkommenden  Aufgaben  diejenigen  der  Bestimmung  eines 
Dreiecks  aus  den  sogenannten  merkwürdigen  Strecken,  d.  h.  aus  den 
Seiten  a,,  Höhen  ä,-,  Winkellinie  m,-,  Radien  des  Umkreises  (r),  des 
Inkreises  (p),  der  Ankreise  (pi),  den  inneren  {wi)  und  äusseren  iw/) 
Winkelhalbirenden.  Nur  einzelne  Fälle  davon  werden  behandelt, 
über  die  andern  schweigt  man.  Angeregt  durch  diese  Bemerkung 
und  die  Frage  Herrn  Heymanns  will  ich  daher  untersuchen: 

„Welche  Dreiecke  lassen  sich  mit  Lineal,  Zirkel  nnd 
„Winkelteilung  bestimmen,  wenn  irgend  drei  der  Seiten 
„o»,  A,-,  m,-,  r,  p,-,  W7,-,  wi'  gegeben  sind?" 

Die  Antwort  erhalten  wir  durch  die  Entscheidung,  ob  eine  ge- 
wisse aus  den  Ausdrücken  der  gegebenen  Stücke  durch  die  Seiten 
abgeleitete  Gleichung  im  obigen  Sinn  auflösbar  ist.  Dabei  stütze 
ich  mich  auf  das  vortreffliche  Buch  H.  Weber' s:  „Lehrbuch  der 
Algebra'^,  2  Bde.,  1.  Auflage,  das  ich  mit  20.  Band-  und  Seitenzahl 
anführe,  und  auf  den  Begriff  des  Bationalitätsbereichs,  der  in  £  ro- 
neck er's:  „Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebrai- 
schen Grössen"  S.  1 — 17  auseinander  gesetzt  wird.  Mit  ((>i,  p^,  •.) 
wird  der  aus  den  bekannten  Grössen  Qx^  q^^  -  .  .  abgeleitete  Ha 
tionalitätsbereich ,  mit  (/?,  eg ,  C2,  .  .  .  ;  der  zu  (e^,  c,  .  .  .)  ge- 
hörige allgemeine  Rationalitätsbereich  bezeichnet,  d.h.  derjenige, 
der  aus  [e^,  e^  ,  .  .  )  durch  Hinzunahme  aller  von  e^,  e^  unabhän- 
gigen Grössen  („Constanten^^)  entsteht. 

Die  erwähnten  Aufgaben  teilen  wir  in  drei  Ordnungen  I,  H« 
ni,  jenachdem  sie  Stücke  einer,  zweier  oder  dreier  Sorten  enthalten, 
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jede  OrdDUQg  in  Faroilieu  (arabische  Ziffern)  nach  der  Art  der 
Stücke,  jede  Familie  in  einzelne  Aufgaben  {e-^e))  nach  der  Lage 
der  Stücke.  Ein  B.  mit  Ziffer  hinter  einer  Aufgabe  bedeutet  eine 
unter  dieser  Summe  gelöste  Aufgabe  in  Brockmann 's  „Materialien 
zu  Dreiecksconstructionen"  (Teubner). 

Sehr  viele  Aufgaben  lassen  sich  auf  andere  zurückführen  durch 
Vertauschung  der  Indices  der  gegebenen  Stücke  oder  durch  Ver- 
tauschung der  Länge  einer  Seite  a«  mit  dem  entgegengesetzten  Werte 
-a,.  Z.  B.  bedeutet  3la(123)(2-2)  hinter  der  Aufgabe  86^  dass 
80^  aus  31^  entsteht  durch  die  aufeinander  folgenden  Substitutionen : 

02  für  Gl  ag  für  «2»  ^1  ^^^  «53,  —02  für  a^ 

Dadurch  gehen  nämlich  die  Werte  der  in  31*  gegebenen  Stücke, 
ausgedrückt  durch  die  Seiten,  über  in  die  in  86^  gegebenen  Stücke; 
aus  den  Werten  der  ai  in  31*  findet  man  dadurch  die  Werte  der 
a,, in  83^.  Es  ist  dabei  noch  zu  beachten,  dass  durch  die  Substi- 
tution übergeht 

Q^  in  Qi^  und  umgekehrt, 
Qk^  in  ß,*, 
wk^  in  wk'^ 

während  die  andern  hier  vorkommenden  Stücke  unverändert  bleiben. 

Das  Zeichen  ^  zwischen  zwei  Ausdrücken  bedeutet,  dass  für 
den  einen  ein  kürzeres  Zeichen  eingeführt  wird.  Sollen  die  Ya* 
riablen  a?i,  a-g  .  .  .  einer  Function  f  ersetzt  werden  durch  die  Werte 
«1.  C2,  .   .    .  ,  so  wird  dies  geschrieben 

((rrj  =  c,,    «2  =  ^2,  .    .    .  ) 

b.  hinter  einer  Aufgabe  sagt,  dass  ihre  elementare  Lösung  bekannt 
uud  einfach  ist,  ein  a.  giebt  die  Auflösbarkeit  durch  die  gestatteten 
Werkzeuge  an,  I  heisst  „construirbar''  ^»,  Bi,  P,  verweisen  wir 
bzhw.  auf  die  bekannten  Beziehungen 

^  2()p  2kQi 


Wi  Wt  *  =  hi  y u'  i^  -|-  M?» '  ^ 

tOiHak''~ar-f-4a^^a2^a^^w^^+ak^'ai^[iqk^qi^-(qk^+qi^ 

-(qk'  +  qi'-qiy]=0 

In  dieser  Arbeit  benutzen  wir  ausser  den  elementaren  folgende 
algebraische  Sätze: 
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A.  Satz  von  Budam-Fourier.  Die  Anzahl  der  zwischen  a  und  ß 
gelegenen  reellen  Wurzeln  von  f[x)  ist  höchstens  wie  die  Zahl  der  zwischen  o 
und  ß  verlorenen  Zeichenwechsel ^  und  wenn  sie  Jcleiner  ist,  so  ist  der  Unter- 
schied eine  gerade  Zahl.     W.  I,  300. 

B.  Satz  von  Rolle.     Hat  f{x)  nur  reelle    Wurzeln,    so  haben  auch 

r 

die  Abbildungen  f(x)(-^^  nur  reelle   Wurzeln.     W.  I,  32  a. 

,C.  Satz  von  Sturm.  Ist  f{x),f^(x),  .  .  .  fn^{x)  eine  ySturm'sche 
Kette,  so  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  f  zwischen  a  und  ß  (a  «^ß) 
gleich  dem  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  Kette  für  x  ^  a 
über  die  Anzahl  der  Zeichenwevhsel  für  x  ^=>  ß,  W.  I,  273.  Die  Bildung 
der  Stürmischen  Kette  geschieht  nach  W.  I;  279. 

D.  Wenn  eine  Wurzel  einei'  irreducibeln  Gleichung  durch  Lösung 
cyklischer  Gleichungen  bestimmbar  ist,  so  ist  die  Gleichung  metacyklisch. 
W.  I,  599. 

E.  Sind  die  Coefficienten  der  unzerlegbaren  Function  f{x)  rationale 
Functionen  irgend  welcher  Parameter^  und  erhält  f  einen  von  x  abhängigen 
Factor  g^  nachdem  man  für  einige  Parameter  bestimmte  rationale  Werte  ein- 
gesetzt hat,  so  ist  g  ^=^  Q  auflösbar,  wenn  die  Gleichung  f  =  0  es  ist. 

F.  Satz  von  Kronecker.  Eine  induciUe  metacyklische  Gleichung 
vom  Primzahlgrad  mit  reellen  Coefficienten  hat  entweder  lauter  reelle  Wur- 
zeln  oder  nur  eine.     W.  I,  6l(\ 

G.  Wenn  im  Grade  einer  irreduciblen  Gleichung  mehrere  verschiedene 
Prim^ßhlen  aufgehen,  so  kann  diese  Gleichung  nur  dann  durch  successive  Ad- 
junction  von  Wurzeln  metacyklischer  Gleichungen  reducibel  weiden,  wenn  sie 
impiimitiv  ist.     W.  II,  295. 

H.      Wenn  eine  iireducible  Gleichung  f  =  0,   in  deren  Grade  mehr  als 
eine  Primzahl  aufgeht,  durch  successive  Adjunction   von  Itadicalen    in  s  Fak- 
toren r.  Grades  zerfällt,    so    wird  diese    Zerfällung   herbeigeführt    durch    Ad- 
junction   der   Wurzeln    einer    metacyklischen    Gleichung     3.    Grades    qp  ==  U 
W.  II,  296. 

Es  ist  hier  hinzuzufügen,  was  in  Wi  I,  518,  549  zwar  bewiesen, 
aber  nicht  bervorgehoben  wird. 

H'.  Jeder  Fact(n-  fa  von  f  enthält  nur  eine  Wurzel  ya  der  Gleichung 
(p  =  < )  und  ist  in  dem  Gattungsbereiche  (jya)  unzerlegbar.  Für  ya  kann  eine 
rationale  Function  einer  einzigen    Wurzel  von  f  ■=  0  genommen  icerden. 

Aus  D.,  U.,  H'  folgt 

J,  Um  alle  metacyklischen  Gleichungen  p^  j)^  ten  Grades  (p^  ^  jpg)  ^^' 
schiedene  Pimzalden)  in  irgend  einem  Körper   Sl  zu  erhalten,  adjungite  man 
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die  Wurzel  einer  Gleichung  p^ten  Grades  und  bilde  in  dem  erweiterten 
Körper  alle  Gleichungen  p^ten  Grades,  oder  man  adjungire  die  Wurzel 
einer  Gleichung  p^t&n  Grades  und  bilde  in  dem  erweiterten  Körper  alle 
Gleichungen  pten  Grades, 

K.  Ist  §  eine  Wurzel  einer  unzerlegbaren  Gleichung  f{x)  *»  0  und  ist 
die  ganze  Function  g{y,  §)  im  Rationalitätsbereiche  (^)  unzerlegbar^  so  ist  die 
Norm   von  g    Potenz  einer   unzerlegbaren  Function.     Kues^r,     math.  An- 

nalen  Bd.  30,  S.  181. 
Daraus  folgt 

L.  Sondert  sich  von  einer  unzerlegbaren  Function  f  vom  dien  Grade 
durch  Adjunction  einer  Irrationalität  '^dten  Grades  ein  im  Bereiche  (|) 
irreducihler    Factor  eteii  Grades  ab,  so  ist  öe  durch  d  teilbar, 

M.  Kine  unzerlegbare  Function  f  kann  nicht  durch  Adjunction  einer 
Wurzel  einer  unzerlegbaren  Gleichung  g  =  0  in  Factoren  zerfallen,  wenn  die 
Grade  von  f  und  g  teilerfremd  sind. 

N.  Zerfällt  eine  irreducible  Function  /"(O)  lOten  oder  6teo  Grades 
durch  besondo'e  Bestimmung  der  in  f  vorkommenden  Parameter  dn  einen 
linearen  und  einen  unzerlegbaren  Factor  Dten  bzhw.^  5.  Gi'ades  g{x)^  so 
kann  f{x)  «■  0  nicht  7netacyklisch  sein. 

Denn  von  g  mtisste  sich  dann  durch  Adjunction  der  Wurzel 
einer  Gleichung  y  =  0  ein  Factor  absondern ,  und  zwar  wäre  y  im 
ersten  Falle  vom  2.  oder  5.  Grade,  im  zweiten  vom  'J,  oder  dritten 
Grade,  das  führt  angewandt  auf  g  zu  einem  Widerspruch  gegen   M. 

1,    Stücke  einer  Sorte. 


1)       Ol  («1  02  03    b. 

2)  htih^h^h^  B.  44 

3)  m,(mj7/i2mjj  B.  47 


4)  QiiQi92Q9  ß-  150 

5)  Wtiw^ir^w^ 

6)  u'i*{w^'  w,/  Wq  a 


5)  ist  trigonometrisch  nicht  lösbar,  wie  ich  in  der  Zeitschrift  f. 
Math.  u.  Physik  Bd.  42  S.  304  ff.  bewiesen  habe,  6)  dagegen  nach 
Heymann  in  Uoffmanns  Zeitschrift  1897,  8.  174  lösbar. 


II.    Stücke  zweier  Sorten. 


7)     aihk{aia^h^  b. 

o^a^h^  h. 

a^  Äj  Äg  b. 

a^  h^  A3  b. 
9)     air'^a-^  a,^r  b. 


8)     aimk(a^a2m^  b. 

a|  m^  m^  b. 
a^m^m.^  b. 
10)     aiQ{a-^a^Q  a. 
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10)  giebt  eine  kubische  Gleichung  für  a^j  kommt  also  trigono- 
metrisch (oder  algebraisch)  auf  1)  zurück. 

11)    aiWkiaio^wj  a. 

[(ho^ws  B.  19,  S.  21 

11«  führt  durch  eine  unzerlegbare  kubische  Gleichung  für  a^  auf  1) 

HC)    aj,  toj,  1^2 
Man  hat  bekanntlich 

u'8«  —  Ol  aa  [(ai  a)«  -  ag^],     also     Og*  =  («j  +  a^)*  (^1  -  ^J 
oder  wenn  man 

^1  ^^  ^l  ^11      ^2  ^  ^1  ^25      Ö3  ^  «1  ^ 

setzt,  den  Wert  von  aj^  in  ft^  einsetzt  und  durch  ai»»  teilt 

+  e^^x{x  +  lY{x-e^^x+l)^']=0^) 

Der  Ausdruck  /  im  Bereiche  (R,  x,  e^,  e^)  unzerlegbar.  Denn 
zunächst  hat  /  keinen  von  e^  unabhängigen  Factor ,  da  die  Coeffi- 
cienten  der  Potenzen  von  e,  teilerfremd  sind.  Hätte  /  einen  Factor 
a^i^+i,  so  müsste  /"«O  einen  im  Bereiche  (R,  «,  c,)  liegenden 
Wert  von  «j*  ergeben,  was  die  Auflösung  der  Gleichung  /  nach  e^* 
als  nicht  richtig  erweist.  Hätte  /  einen  Factor  ae-^b^  so  hätte  es, 
da  fi  nur  gerade  Potenzen  von  e^  enthält,  auch  den  Factor  a«+Ä, 
also  auch  den  Factor  a*e*+i*,  was  eben  als  unmöglich  nachgewiesen 
wurde.  Ebenso  beweist  man,  dass,  wenn  /  einen  unzerlegbaren 
Factor  hätte  von  der  Form  a6*+ie+c,  auch  ae*+Ä«-|~^  ®^° 
Factor  von  /  wäre,  und  da  diese  Factoren  beide  unzerlegbar ,  also 
teilerfremd  sind,  müsste  das  von  e,  freie  Glied  des  Ausdrucks  f  ein 
rationales  Quadrat  c^  sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist  Damit 
ist  /  in  allen  Fällen  als  unzerlegbar  nachgewiesen. 

Weiter  erhält  man: 


1)  Will  der  Leser  die  nicht  ausführlich  entwickelten  Formeln  prüfen,  so 
kann  er  sich  der  Stücke  eines  pythagor&ischen  Breiecks  oder  der  am  Ende  ste- 
henden Tafeln  für  zwei  besondere  Dreiecke  bedienen. 


merkwürdiger  Dreiecksavfijnh^n.  281 

4-6«« [(«+ l)4  +  a;«— 2«  — 2]  -  4a:8(a;4- 1)«} 

wie  es  sein  mass,  denn 

6«(aj+l)«  — a;2(x4-2)  «0 

ist  die  Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  von  vornherein  nur 
das  gleichschenklige  Dreieck  betrachtet,  in  dem  a^  »  a^  ist.  Auch 
in  den  folgenden  Aufgaben  wird  sich  durch  diese  Specialisirung  auf 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  aus  der  Besultante  /  ein  Factor  ab- 
sondern, was  zugleich  als  Rechenprobe  dienen  kann. 

A  »  0  hat  nicht  lauter  reelle  Wurzeln,  da  sonst  nach  B)  auch 

^  -  10y«+4y+3  -  0 

nur  reelle  Wurzeln  hätte. 

Da  Ä(0)  <  0,  Ä(l)  >  0,  Ä(~  1)  >  0,  so  hat  Ä  =  0  mindestens 
zwei  reelle  Wurzeln. 

h  ist  endlich  unzerlegbar.  Denn  da  die  Werte  yil,  ±3  nicht 
A  verschwinden  machen,  so  hätte  h  höchstens  noch  einen  quadra- 
tischen Factor  ^«-j~%^'f'^'  ^^  ^i  ^"^  ^  ganze  Zahlen  sind. 

Hat  eine  Function 

die  Gestalt  eines  Productes  (i^* + u^y  +  w^)  {y^  ^  u^^  -f-  w^y  +  M5) ,  so 
muss  sein 

I.     u,8 — aitij«-  tAj(2w2  — a2)4-'*54"^i'*2  —  ^3  ""  ^ 

II.     t*,  * — aj  Ui»  (3  M,  —  aa)  -f  t*i  (2  a^  w,  — •  03) + w,*—  02*^2+04  "=  ^ 

HI.     Ujiig^Oö 

also  durch  Elimination 

In  unserem  besonderen  Falle  erhalten  wir  daraus  die  Gleichungen 
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V     wi3-^Mi2(3w2-3)  +  M,  (2m2  — 3)  +  V-äti«  — 4  =  0 

'^2H  -  —  3 

worin,  wie  in  allen  später  bei  ähnlicher  Gelegenheit  erhalteneu 
Gleichungen  die  vorkommenden  Unbustiuimten  ganze  Zahlen  sein 
müssen.    Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  die  Congruenzeu 

"l+«*5  +  %-^l  ^^1      WjWg^O,      W2^W6=1    (2 

also 

w,  =0,    ut+u.^  +  u^-l  ^0  +  1  +  1-1=^0  {2 

was  unmöglich. 

Also  ist  unser  Ausdruck  h  unzerlegbar  im  natürlichen  Rationa- 
litätsbe^'eiche  (1),  und  da  h  nach  (^em  Vorigen  mindestens  2,  höch- 
stens 3  reelle  Wurzeln  hat,  so  ist  nach  E),  F)  A  =  0  und  /*  =  0 
nicht  auflösbar,  die  behandelte  Dreiecksaufgabe  also  nicht  trigono- 
metrisch zu  lösen. 

11»)    ai,    zTg,     M?3      , 
Setzt  man 

W2  ^  a^C2,     to^  =  a,  Cg,     a^  =  «1^2»     «3  ~  «1*^2»     1  -  ''  ^  x^ 

^3 

Cq^  ^'s^  +  l  —  ^^ 

und  dies  in  den  Ausdruck  für  w^^  eingesetzt,  ergiebt 

f  =  e^^lc2^x  +  {l-- ^){l  +  x)^Y+x[e2^-  (l  +  x)^]{e2' -  )  -  x^)^=0 

/"ist  int  Beireiche  (R,  C2,  Cg',  a;)   unzerlegbar,  was  man  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  beweist. 

Aß3*  «  -02^  +  1,  €2  =  6)  =  (l~a:)[e6x--e*Ä'(2a:2  +  a;-f  1) 
4-fe»(l +a;)2(:Ä»  — 2a;2  +  6a; -- 1)- (1 +a;)MaJ -  1)(4 -«)] 
=  (l—a;)flr 

g  ist  im  Bereiche  (R,  e,  «;)  unzerlegbar.    Denn  zunächst  lässt  sich 

wie  vorhin  beweisen,  dass  g  keine4  von   e  unabhängigen  und  auch 

keinen   solchen  Factor  hat,  der  ungerade  Potenzen  von  e  enthält. 
Also  ihüsste  diiö  Function' von ^ 
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— a;«(l+a;)^(a;-l)(4— a? 

i    •  /  ^    •  ... 

eine  ganze  Function  von  a;  als  Wui^el  5  haben.  Aus  ä  «=»  0  schliesst 
man,    dass  diese  Function  ^  durch  x  teilbar  sein  muss,    so  müsste 

auch  I  '  .      •  . 

-(l+a:*)(a;— l)(4-a:) 

'...■• 

eine  ganze  Function  e  von  x  als  Wurzel  haben.  Durch  Gradabzähr 
Inng  erkennt  man,  dass  diese  Function  keine  Constante,  aoitdern 
vom  1.  oder  zweiten  Grade  in  x  sein  müsste.    Setzt  man  demgemäss 

s  ==  ax'^  +  bx+c,     az^O     ..      .     ,.     .   , 
oder 

80  ergvebt  sich  durch  Entwicklung  des  Ausdrucks  i  nach  Potenzea 
von  x  und  Nullsätzen  der  Coefficieüten  die  Unmöglichkeit  beider 
Annahmen. 

Ferner  ist 

r 
t 

\ 

Ich  erinnere  daran,  dass  in  dem  Bereiche  (q)  alle  Teilbarkeits- 
gesetze der  natürlichen  Zahlen  gelten.     W.  I,  §  174. 

.  Die  Gleichungen  I— IV  werden  hier 
t*!^  — t^i^4+4p)-t.,(2t*2  +  6  =  49)-fwß+(4  +  49)w2+4+16p  =  0 

4 

\ 

worin  ug^  t^,  u^  ganze  Zahlen  des  Bereichs  {q)  bedeuten. 
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A)  ist  ttj  ^  dk^  SO  ist  «*5  =  ö  A,  also  u^  =  ^h^  "2  "="  ^Q^  "^ 

B)  ist  tt,  ^q\  so  ist  t*5^  1(2,  also  «5  =  fp^,  1*2  =  obq^-^ 
wobei  €*  —  1  ist  und  A  die  Werte  0,  1,  2  haben  kann. 

Aas  der  letzten  Gleichung  erhält  man  im  Falle  A) 

V+2w+l— 0(4,    1*2  +  1  =  0(2,   also  A  «  1,  U3  =  4p,  t^  =f 

also  wird  sie  zu  Mi*-|~4m, -f-6-f-38f  +  4(r  —  l)p,  oder 

(ni  +  2)^  =  ~  [2  +  38«  +  4(e-  1)9! 

das  ist  unmöglich,  weil  die  rechte  Seite  weder  für  €  =  1  noch  für 
c  «  —  1  ein  Quadrat  in  (p)  wird.  Man  erkennt  dies  durch  Ver- 
gleichung  der  Coefficienten  der  Potenzen  von  p,  wenn  man  setzt 

Im  Falle  B)  ergiebt  die  letzte  Gleichung 

—  ep^-{"l  ^  ö  (^5    Ä^so    A  =  0,    "ö  ■=•  €,    W2  =  4£p 

das  ergiebt  aber  für  die  letzte  Gleichung  etwas  unmögliches.  Also 
hat  h  keinen  quadratischen  Factor  in  (p). 

Hätte  A  =  0  eine  rationale  Wurzel  x,  so  müsste  offenbar  sein 

x  »»  4£p^,    also 

(37+4p)ep^  +  p  =  0  (4,    also     A  «  1,     ««—1,    a;  ==  —  4? 

was  aber  keine  Wurzel  von  h  ist.    Also  ist  h  unzerlegbar. 

Da  nun  für  g  und  h  die  Voraussetzungen  von  N  über  /  und  g 
zutreffen,  so  ist  A,  also  auch  /  nicht  auflösbar. 

12)     a)gkiaia2Qi  10  (1  —  1).  a.  13)     aiük  (a^a^w^'  11»(3 — 3).    a 

OiOgpa  10  (3  -3).  a  «jagV  11^(1—1).    I 

^iQiQ2  construirbar  012^1*1^2'  11®(3  —  3) 

01P2P3  49M2-2),  I.  fliVV  lid(i_i) 

12«)  «1»  P11  P2 

Nach  Aq  ist  diese  Aufgabe  gleichwertig  mit  a^,  ^|,  p,  oder  mit 
^19  ^19  Pi9  Also  mit  37«. 

14)     Ä;,mfc  (Ä1Ä2W3  B.  40 

Äj  f/ij  m2  B.  46 
hiTn^niQ  B.  45 
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15>     hir  (Äj  ^2^'   Ö 

Man  hat  bekanntlich 

*'=^-p'    also      ^i^ä7-2?     ^«=^V^^ 

also 

r(Är-  2p)  (Ä2  -  2p) [-  Ä„  Äj+2p  (Ä^+Äg)]  +  2p»  [-  h,  Ä, 

+  P(Ä+Ä)J  «  0 

Diese  auflösbare  Gleichung   I)  und  2)  ftthrt  unsere  Aufgabe  alge- 
braisch auf  60)  oder  B.  167  zurück. 

16)    h^gik^h^h^Q  construirbar 
kommt  durch  Atf,2  auf  p,  pi,  Pa  =  28)  zurück 

17)  Ä,p,  (h.h^Qi  16(1-1).  I. 

hhQs  16(16(3  —  3).  I 

Ä,  p,  p,  B.  137 

A1P2P3  unbestimmt  wegen  Ar 

18)  Ä»w?fc(ÄiÄ2Wi  a. 

h^li^w^  B.  21. 

18*)    Ä„  Äg,  w^ 
Da 


2_   1/ hj^'hi' 


1 
kommt  raaii  durch  eine  kubische  Gleichung  für  ä,'  auf  2) 

18«)       Ä„    Wi,    ITj 


Setzt  man 

80  vermöge  des  eben  hingeschriebenen  Wertes  von  wi 

(y4.g)8(l-y+g)(l+y~a:)  j.         (l+g)^(~l+y+g)(l+y     ^) 

oder 
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I  '\      *  *  i 

oder  nach  Elimination  von  y 

-[-'«»*+«»*-1*](*-|t1)*(«i»-1)*  -  0 

(  I 

Man  beweist  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  e^ ,  dass  f  im 
Bereiche  (R,  «i,  «21  «)  unzerlegbar  ist. 

/-(cj  « ,  c,^  =  e)  -  «c«l;«*+(« — 2)  (ä  + 1)*]      ^ 

WO!  '  .      ' 

^  lässt  sich  leicht  als  irreducibel  im  Bereiche   (B,  e,  zf  nachweisi^n 
g(e^  =  8) 4 A'wo  Ä  =  'i8»4.6Ä*4-20:^+48««+55«  +  6 


h  ist  offenbar  im  uatürlidhen  Eationälitätsfber eiche  UDzerlegbar,  nach 
H  ist  also  Ä  =  0,  flr«=0,  /•  =  Ü  unlösbar. 


t*    . 


Setzt  man 

80  erhält  man  ähnlich  wie  vorher 

«2*  = :^ : 


f?s*  =  (1  +2/?2 ^; ■ 

oder  '  , 

y4_(^2^.^)y2_(^2_i)^y^2s2-C,2)=0 
(2-f.l)2y2_.g^2^(^2_l)2 

*                               r          ■  .  ■     ;     • 

oder  nach  Elimination  von  y 

f=z*[e^*-etm'..z)(z+\)^+(i  .  z)(l  +  z)]^ 

-[26g«  +  (c«-l)«[(22+l)e(2««-es(*  =  0  

eine  61eic|iai)g  12,  Grjides  für  z,  die,  im  Pereiche  (R.   eg>  «3,  z)   un- 
zerlegbar ist. 

,    ■■   ■     •■    '■     .    ■:     :  ....     ..■   .  .     .  •,  ,   ■ 

A«s  =  0,  es  =  e)  =  «*eS [(1  +<*  { 1  -?)-e«][(l+«)«(4»«+4z— 5)  —e^ 

< '     ■— *-  '^4  u2  ^  '^      ■  .   .     ■       .  ^        .    !       .  .     ■ 

:         f  *    • 

^(e« 1)  «Ä:  =  4t*+12^*+7s>  — 625«  -52  +  1 


^^     \merhmurdiffer.  DreiselcMwfi/abfin.'  >  .     \  £87 

Daraiiavergjjebt  sich'^die  Sttirm'scl\je  Kette  ä',  Äi,  1   .. .!%,  nämlich 


t    .       : 


/      t 


i^Ä*!  «(^.  5.  37^+3  ;21]Ä2  — 52^9 

\  «  2.5«.  Il22-j-|g2  .  5  .  i9'z+7  .  11 

2  •  5*  .  11«Ä2  =  (2 ..  5«  .  11 .,  ?75+  5  .  .5603)  Äg  —  5  .  37a  ^4  , 

'    '        .'   f    .       i    -  '  .Ä^  =  2.5.37i+ll  ^109 

■-.  .    ;■■■;-    •'    •  ;   i     ■;•■•?        ■    ^   ^1^ 

2  .  372Ä3«(.5  .37  .  11«  — 10377).Ä4-T-Ä6^  .,     . 

Ä5  =  -.(2  .  7!  11  .37«  + 11  .  109  .19344) 

•        .     .     •  '      ■   .  ■  •  , ,       .. .     ■  , 

Für  3  =  d:  00  erhält  man  die  Vorzeicbenfolge 


—  00, 

-|-00 


-.,+  — h-- 


Es  gehen  also  zwischen  —  00  und  +  00  drei  Wecha^  verloren, 
^  «==»  0  hat  also  nach  dem  Sturm'scheh  Satze  3  reelle  und  2  com- 
plexe  Wurzeln,  und  da  h  sich  durch  Congruenzen  als  unzerlegbar 
nachweisen  lässt,  ist  h  —  0,'.al8o  /"=^  0  nicht ;  aliflösbar. 

19)    htwk^ih^h^wi'  18»(2— 2).  a.  '  '  ' 

ÄjÄgtö/  18^(1-^1).  f.  r 

,      r.  ;  '^j'fi'^V  18^3-3)  \    ■  V     ,     -  .< 

y,u^2'<  18d(l-l) 

40)     m«r( — miTn^r)  a. 
Da 

SO  eirgiebt  sich  durch   Elimination  der   a,.eine  kubische  Gleichung 
für   TWgS  di^  Aufjjabß  kommt  ?iuf  3)  zurücK-  ,  •    .   j 


^  y         —  =±r  ^^  -^*  ^  o 


-*       < 

* 

21)     mi'«  ^f?»|  i?i2  (> 
Man  setze 

■     :'     '     ■ 

i    ■■'■  '■■■    ■   i  ^=^^«'>'  ■ 

so  wird  nach  den  bekannten  Formeln 


'  <h'iHi-uW-^*)     r  i-x  _.  .2y 
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also  iiirßnii  y  eliminirt  wird  (durch  symmetrische  Fanctionen  yi  and 
Vi  ■=  -~yi)»  nach  MultiplicatioQ  mit  8(c*  — 1) 

/  «  36  0*a;«  [««  (a?  -  3)«  -  (a; + 3)^ 
—  12a»a;[e«(3*-l)^— 3rr+l)«][««(rr*-6a;  — 7)-/««+  6x— 7)] 
+  [««(«;  -3)«  -  (a;+0*[«*(3a5—  1)*  -  (3a:+ 1)«]«  «  0 

/(«  +  !) 12  .  36a;8(a«  +  2)« 

wie  es  sein  muss.    f  ist  im  Bereiche  (R,  «,  tf,  e)  irreducibel. 

/(««2<r(aj— 4)[4a*a;«(ar-9)-4o«ir(9x  -l)(aj2— lOx- 7) 
+  (x-9)(a; -1)^905-1)«]  =  27 (a;-l)y 

ist   in  (R>  X,  tf)  unzerlegbar,  also  ist  nach  N  f^  0  nicht  auflösbar. 

22)  Wf  pfc  (mj  mj  mj  ^1  21(1— J) 

mjmsj(,8  (21(3-3) 
m^Pi^a  construirbar 

22«)    WjPjPj 
geht  wegen  A^  in  v^tjAs^i,  ^^^^^  >i^  ^i^Ps»  d.  h.  in  57^  über. 

23)  9i»t' u^jfc  (tü|  mg  u^i  a. 

f»!  Wj  Wj 
Wl,   117,2  tTg 

Bei  diesen  wie  bei  andern  Aufgaben  versuchte  ich  zunächst,  die 
Seiten  zu  berechnen,  kam  aber  auf  abschreckend  lange  Rechnungen, 
als  ich  die  allgemeinen  Eliminationsmethoden  anwandte;  erst 
nach  längerem  Nachdenken  fand  ich  die  richtigen  Wege. 

23*)    wij,  mj,  töj 

Berechnet  man  aus  den  Formeln  für  m,«  die  Werte  a^  und  o^*, 
ausgedrückt  durch  m|^,  m^^,  a^^  und  setzt  sie  in  die  Beziehung  F 
für  t^i  ein,  so  erhält  man 
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also  eine  Gleichung  4.  Grades  für  a^.     Damit  kommt  die  Aufgabe 
auf  8^  zurück. 

Giebt  ähnlich  wie  vorher  eine  Gleichung  4.  Grades  für  a^, 

•23«)     m,  w?j,  w?2 
Man  hat 

=-  «2  «3  [—  («2  —  öfg)»-}-  m,  'J 

also  wenn  man  setzt 


«1  —  «3 


«2  +  «3    ""    "*"'  -      ^   ""'         ^     —  «2 

so  wird 


M?^ 

M7, 

^'i 

m, 

m^ 

a 


^i'a+aj)[a+«')(i~fl')~«i'] 


2    ,^   


a 


a;«(l— «) 

^  _  4m,^[(l-~a;)(t+fl;)-e,«(a:^+l)] 
*  a;*(l+a:)(l— ic) 

and  dies  in  die  Beziehung  F^  eingesetzt,  ergiebt 

/=  «2**2(1 +«)»  [(7-a:)(l  +  fl;)«(3— a;)  — c,«(.3a;«+2a;+3)]2 
—  16  (1  -  X)  (1  +  xfe^^  [(1  -a.)(l+a.)-.«,2(^24.i)  [(7_a.)(i+^)_l2] 
+  64 6i« [(1 -oj)  (1  +  a;)  -  «1«]  [(1  ^ a;)  (1 +«J)  -  ei»  (0:24. D] 

Daraus  wird 

A.rcliiT  d.  Math.  u.  PhjB.  2.  Reihe.    T.  XYU.  1 9 
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/"(«2*  -  «3*  =  «*)  =  ««[««(3a:«— 2a: +  3)  -  (1  --a;j«(l  +a;)«  +  3)] 

[e*(3a:«+12a:5+l8a;*  +  12a;»  +  :}a:«— 16) 

+e*(l  -  «?)(!+«)  (.rß- 4«*— 19«* -12a:»  -19a;«+32) 
—  16(l-a:«)8(l+.r)3]  -ü 

wie  es  sein  muss.    Ferner  wird 

/"(«i  -  1,  «2  =  e)  -  a;ß[e*(l  +  ar)«(z«  -2a;  — 7)* 
+32(1 +a:)«(l-a:,2««- 128(2 -x)«]  =  x«^ 

/  ist  im  Bereiche  (R,  x,  e^,  «]),  g  im  Bereiche  (R,  a;,  e)  nnzerlegbar. 


wo 


oder 


9{e^-^^)  =  ^^^A.-^2)k 


,  _  8(l  +  a;)*(x*  -  4«»  — 10a;«  — 2U+2  .  49)  — 7*(2— a;)« 

X  —2 


Ä  =  8(l  +  a;)«(a;»  — 2a;«— 14a;— 49)  -?*(«  — 2) 


Die  Unzerlegbarkeit  von  h  beweist  man  leicht  an  der  transfor- 
mirten  Form 

Ä  (a;  =  ^-l)  .4=1=  a»— 257  — 4  7i83-8.  38i?8»— 2.  7*«. 

+  2«.  3  .  7* 

Die  Anwendung  des  Satzes  N  auf  g  und  h  ergiebt  wieder  die  trigo- 
nometrische Unlösbarkeit  der  Aufgabe. 


23^)     m^,  W2,  w»3 


£&4st 
08«  «  -^ «»«  +  2  m^s,     1/^3 


2 


Setzt  man 


—  =  a;, 


w, 


s 


ip 


3 


mi 


'21 


TTti 


so  wird 


2   _ 


2m,«[2a;+C32(ar+l)«] 


a«*  =^  r;;    r^Tö  i     «2 


a:(2a;+l)« 


2gf>>,«[2a;+€3»(a;-fl)«] 

.    (2x+-l)* 


^       m,^(a;+i)^[4x+g3«(l-2a:«)] 
^3    ""  a:(2a:+l)>' 

dies  eingesetzt  in  F^  ergiebt  nach  Multiplication  mit  a;*^2a:-f  1)^ 
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/=  e2*a:a(;«+l)2[4fl:2(a;+2)-e32(a;+l)2(2aj2+l)]2 

/  ist  in  (R,  a;,  «21  «3)  unzerlegbar. 

t(e^  =  e^  =  p(2a;+l)[6«(aj+l)2(2a;~l)-4a;][e4(aj+l)«(8aj6+24«ö 

+30a;*+4a;»-'9a;24-2) 

=  6«(2fl;+l)/i/i 

wie  es  sein  muss.    Ferner 

f{e^=  e,  «3  =  2)  -  16(2«+l)3[e*flj«(2aj+l)(a:»+a^*+l)^ 

H-l662a;»(H-l)^(«~l)(«+2)*+16(a>fl)*(a:4-2)(a;-l)»(2a;2+3«— 1)] 
=  16(2aj4-l)»^ 

/"j,  fs  und  flr  sind  in  (Ä,  ar,  e)  unzerlegbar. 

Da  /  vom  12.  Grade  ist,  so  müsste,  wenn  f=0  auflösbar  wäre 
nach  den  Sätzen  G,  K  und  H'  f  nach  Adjunction  einer  Wurzel  't, 
einer  unzerlegbaren  Gleichung  (i  =  0  entweder  sechsten,  oder  vier- 
ten, oder  dritten  oder  zweiten  Grades  in  Factoren  bzhw.  2ten,  3ten, 
4ten,  6ten  Grades  zerfallen,  die  in  (5)  irrcdücibel  sind, 

a)  p  =  0  vom  6.  Grade. 

Sondert  sich  durch  die  Substitution  c^  =  c^  ^  «  von  g  ein 
Factor  ^ten  Grades  ab,  so  muss  d  eine  der  Zahlen  2,  3  sein,  weil 
für  tf=l  die  Function  /i  oder  f^  einen  Factor  ersten  Grades  er- 
halten müsste. 

Da  nach  Adjunction  von  |  jetzt  alle  Factoren  von  /  zweiten 
Grades  sind,  müsste  auch  für  ^  =*  2  /i  oder  f^  einen  Factor  ersten 
Grades  erhalten,  dessen  Coefficienten  rationale  Functionen  derlrra- 
nalität  §  zweiten  Grades  sind.  Das  ist  für  /,  nach  M  unmöglich, 
für  /i  würde  es  das  Vorhandensein  eines  rationalen  Factors  zweiten 
Grades  bedeuten,  gegen  Voraussetzung. 

^  »  &  ist  nach  denselben  £rwä,gungen  unmöglich. 

b)  p  «  0  vom  4.  Grade. 

Durch  62  =  63  =  6  sondert  sich  aus  q  ein  Factor  vom  Grade 
^»-1,  2ab. 

19 
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Für  d  —  1  Würde,  da  jetzt  alle  Factoren  von  /  3ten  Grades 
sind,  fi  einen  Factor  2ten  Grades  bekommen,  danm  wäre  aber  f^  re« 
duzibel. 

Für  d«2  müsste  f^  einen  Factor  2ten  Grades  bekommen, 
dann  hätte  aber,  wie  man  durch  Normenbildang  erkennt,  f^  einen 
rationalei)  Factor  vierten  Grades. 

c)  p  —  0  vom  3.  Grade. 

Für  «2  -»  0,  «8  =  2  würde  sich  von  p  ein  Factor  vom  Grade 
i  =  1,3  absondern.  Da  jetzt  alle  Factoren  von  f  vierten  Grades 
sind,  müsste  g  dann  einen  linearen,  also  auch  einen  Factor  von 
niedrigerem  Grade  als  9  haben ,  gegen  Voraossetzung.  Für  d  -»  3 
müsste  g  einen  nnzerlegabren  Factor  von  niedrigerem  als  dritten 
Grade,  also  auch  einen  rationalen  Factor  von  niedrigerem  als 
9ten  Grade  haben,  gegen  Voraussetzung. 

d)  p  —  0  vom  2.  Grade. 

fi  oder  /s  müssten  durch  die  Substitution  e^  «  «3  ^  «  einen 
Factor  von  niedrigerem  als  4ten  Grade  bekommen,  was  nach  K  an- 
möglich. 

Also  ist  auch  diese  Aufgabe  nicht  lösbar. 

24)  miwkim^m^w^'     23» (2  — 2).  a. 

m,  m^i^s'     23*>(1— 1).  a. 
m^w^'w^'    23«(3  — 3) 
mji^t'<     23d(l— 1) 

25)  rgiirw^w^  B.  218 

26)  rioi{rwij  Wg 

Für  a^=:  02^0  wird  t^i  =  w^  ^  w,  und 


also,  wenn 


^'  aoVa(2a+a^) 

V4a2-V       ^-  a  +  a3 


-»  x,  —  =  «    gesetzt  wird, 


a 


a 


xa 


__       _       V2+'g 

/•=««(a;  +  l)*-(2-x)x«(2+;c)2  -0 
ist  in  (R,  or,  e)  unzerlegbar.    Man  hat 


nunrkwürdiger  DreUcksav/yaben. 
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gl^  5x*  +  2    4a-8  -4  .  3a;«  +  3  •  2a:+2i 


9 


II 


V=  5  .  2aj»+2.2.3x«-.4.3.x  +  3 


9 


ui 


3 


IV 


—  5.2a}«4-2.2.2»— 4 


5!  ^ 


Mao  findet  für  die  Vorzeichen  von  g  für  verschiedene  Werte  von  x 
und  für  die  Anzahl  v  der  Zeichenwechsel  von  ^r,  ^r^,  —  ^^^  für  den- 
selben Wert  von  x  die  Tafel : 


X 

fl» 

9' 

g" 

gm 

g'"' 

g" 

V 

—3 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

5 

—2 

> 

< 

< 

> 

< 

> 

4 

—  1 

< 

> 

> 

< 

< 

> 

3 

0 

> 

> 

> 

< 

> 

> 

2 

1 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

0 

Darnach  liegen  (A)  alle  reellen  Wurzeln  zwischen  — 3  und  1, 
die  drei  negativen  Wurzeln  liegen  zwischen  —3  und  0.    Da 

g  «  a;*+2 «*  + 3a:«  +  (22a;— 4:^3)4-11 

bat  g  keine  positive  Wurzel  zwischen  0  und  1,  also  überhaupt  keine 
positive  Wurzeln,  sondern  3  reelle  (negative)  und  2  complexe  Wur- 
zeln. Da^  offenbar  auch  unzerlegbar  ist  (wie  ich  hier  wie  bei  allen 
andern  Aufgaben  bewiesen,  aber  wegen  der  Leichtigkeit  der  Beweise 
nicht  immer  hersetzte^  muss  nach  F  und  E  ^  »  0  und  /  »  0  un- 
auflösbar sein. 


27)  rwi*{rwi*w2*  26(3-3) 

28)  QQ^QQtQs    B.  149 

29)  giciiQtv^w^ 

Man  setze 
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e    e    «2  "f"  ^3 


—  =  «1 


80  wird 


w 


=  ««1 


a?. 


a. 


««  —  «3  _ 

-  —  y 


a. 


e 
oder 


X      ]/  l-'y^        ^  2  +  x-y  l/(g-l)(y  +  l) 


Eliminirt  man  ;/  aus  letzterer  Gleichung  und  setzt 

c,2(a;+l)*~Ä2=il/ 
SO  wird  die  Resultante 

f  ist  im  Bereiche  (R,  Cjj,  Cj,  x)  unzerlegbar 

A«i  =  e2)  =  ß2(x4-i)[4cV-|-l)«+xV— 3)][l6e*^(a;4-l)« 

wie  es  sein  muss.    Ferner 

=  cHx-l)  [Ue^x(x+\)^—iee\x+\fix^+Sx^-\-'2x-\-l) 

Wie  in  11^)  beweist  mau,  dass  g  im  Bereiche   (R,  «,  «)     unzer- 
legbar ist. 

Ä'  =  7«6_3  .  6x^-42  .  5x^-34  .  4x»— 30  .  3x2—19  .  2x— 5 


3! 


7  .  3x^-3  .  3  .  5x^—42  .  5.2  .  x^  -34  .  2  .  Sx*^— 30  .  3a;— 14 


7  .  5x*— 3  .  5  .  4^3_i2  .  5x«-34  .  2  .  2x-'30 


Äiv 


4! 
5! 


-^=  7  .  5x»— 3  .  5  .  3x2—42  .  5x-34 


7.3.  x*-3     3  .  2«:- 42 


1 


merkwürdiger  Dreiecksau/gaben, 


6!  =  ^^-^ 
Äxn 


7! 


Hier  findet  man  die  Tabelle 
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X 

h 

AI 

hß 

jlil 

Aiv 

äv 

Ä"  Avn 

V 

9 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

0 

8 

< 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

1 

0 

< 

< 

< 

<; 

< 

< 

< 

> 

1 

1 

— n 

< 

< 

> 

< 

> 

< 

< 

> 

5 

-i 

"> 

< 

> 

< 

> 

< 

< 

> 

6 

—4 

> 

> 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

6 

-5 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

7 

Darnach  liegen  die  reellen  Wurzeln  von  h  zwischen  9  und  —5,  und 
zwar  nach  A  mindestens  2.  Wären  alle  Wurzeln  reell,  so  wäre 
das  Product  ihrer  Beträge  kleiner  als 


^  •  U/    •  *  *  ^  ""  2  .  4* 


also  kleiner  als  1,  während  es  doch  gleich  dem  Betrage   des  con- 
stanten  Gliedes  von  h^  also  gleich  1  sein  müsste. 

Also  hat  h  höchstens  5  reelle  Wurzeln. 

A  =-  0  ist  auch  unzerlegbar.    Denn  offenbar  hat  h  keine  ratio- 
nale Wurzel.    Für  einen  quadratischen  Factor  wäre 

mit  ganzzahligen  u.    Das  giebt  ausgeführt 

I.     Mi»+3tti*  -  w,3(4^_^i2)~Ui«(9ms,— 34)+Ui(3u,«+84w2  -30) 

+u^+Su^^  -34tt8+14  =  0 

II.     M,6+3tij5-V(5u24-42)— «*i»(12wsi-34)-fwi2(6tt2«+126t«jj«30) 
-j-UjO  V~68ti,+14)-(u,»+4'2i*j«-30u2+5)  «  0 

III.         Ujtiy  =   —   1 

IV.     -wjS— «*i'  •  3ttj+ui«(3i*2^+42tij)+tt4(eMj«-34tt8-U7) 
'-(w,»+42ug»-30u8+5)  «  0 


296  KorsvU:    üebtr  du  trigonovwUrUche  Lösung 

Daher 

tt,*+3M/— ti,3(4e+42)~ttj«(9€-34)+u;(S4€— 24)-35c+17  —  0 

«*ii+3wi*-V(5f+42)-tti»(12fi--34)+ttj*(12e«-24)+u,(— 6«a4-23) 

+29a— 47  «  0 

-  ui*-  3tti»+M,«(42+3€)+ui(6€-33)+29— 47«  =  0 

— ti,»€+tii«(l— 3«)+tii(2+37€)-35E+17  =  0 

— u,»«+ti^*(€-f  5)+tt,(2— lU)+29-47a  =  0 

Uj«(4€4-4)-48ctti-12f+l2  -  0 
V(«+0— 12«uj— 3f+3  «0 

Da  t^  eine  ganze  Zahl  sein  nuiss ,  folgt  aus  der  letzten  Glei- 
chung 

keiner  dieser  Werte  genügt  aher  der  drittletzten  Gleichung,  al&o  hat 
h  keinen  quadratischen  Factor. 

Wäre 

h  =  (a5'-f-tt|a;*+«*2a;-4-w)(a;*4-M4x'-}-U5«?*+tiga}4"**7)  ' 
so  wäre  für  ganzzahlige  u^    .   .  u^ 

I.    u,*+3ttj»-u,«(3t/^-j-42)-Ui(4ttj— 2ti8-34)+U2«+49u,+3u3 

— 3O-M7  —  O 

II.    Mi«+3mi*  -  t*i»(4w^+62)— u,«(tttt3—  3^2  -34)t»,— 4211^3 
+u,(3m2«+84m2+6w3-30)+3m2*— 2wjM3 
—34^2—42^3+14  —  0 

III.       Mj«M2+tii*(3ti2— 1*3)  — M/l3M2«+42t*2— Bmj) 

—  ti|(6M2*— 4M2W3  — 34m2  — 42M3) 
+U2»+47V+5w,M3— 30m2-U3»-34u3+ö  —  0 

IV.  U^Uq     =      1 

also 

V.     -  tij'tt^— w,*(3m2-  n3)+Mi(2M2*-f  42M2+3M3+M2) 

+8m2«-2w2M3-34u2~42u3+44  —  0 

VI.     tii«(-u2'+Cu3+ti7)+u,(-8u,«+2u2t*3+14)+t*2»-f47u2« 

4-61*2^3  -3(u2— tis*— 84u3-{-5  «  0 
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Yir.    t«3  *»£,     ti|  -»•  —  f,     «*«»  1 

Aus  I.  folgt 

**i  +  ''i~""i^+«*jH-^  —  1  i=  0(2    oder    1*^(1-  tij)  =  0(2 
aus  IL 


^us  I. 


[«*ji+**|  — «♦iC«*»- !)  +  «*!  ^2  + «8  ^0(2,     SÜSf) 

tl,  +  »S,  =  0(2,      Mj  =  «2(2 


V— Wi'-«/(— «^2+2)t*55(2w2  — 2fi~  2  +W2*  +  2u,-C+€  =  0(4 

oder 

—m/— tt,«(~  u2+2)+2mi+2  =  0  (4,      also     u^  =  u^  s  1(2 

Ans  IL 

«1—1— w,  .  2— (u2+£-2)+Mi(~l+2c+2j— 1— 2€— 2— 2c+2s0(4 

oder 

—  üj--e4-2(4,  tto  =  2— f(4 

Aus  III. 

2-f+«*i(2+fi-f)-(3— 2c+f)-Wi(2+26  -2£)-|-ti2+2— 2+2c— 1  -2« 

+1  =  0(4 
oder  -_f_|Ll=o(4 

Aus  IV.  und  V. 

-tti-(3-l)+t?j(2+2+3-l)+3—2~2+2^ö(4,    oder  «1=  -1(4 

Aus  I. 

l+3t*^-(3u2+2;--tti(«lwj-2— 2)+l+2a'j4-3+2+l  =  0(8 

oder  M,  —31*2  =  0(8,       u^  =  3m^  (8 

Aus  IL 

M,+3— tt,  (m+2)— (.7uj~3-2)+Mj(3+4—2-|-2)+3-2  -2  -  2-2=0(8 

oder  — "i+3  ^  0(«,        "i  =  3(8,        m,  =  1(8 

Aus  L 

1— 5u,— 9(3tt2— 6)-Ui(6— 2  -  2)+l— G+3+J+1  =  0(16 

oder  8— 7m,+5uj  =  0(16,        u,  s  —  5mi4-8(16 

Aus  II» 

i«,+3-f7ui(4—6)+7(3Mi+8-3-2)+w,(3+4+6+2)+3~2— 2-2-2 

=  0(16^    oder 
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7ui  +38  =  0(16,     «i,€  =  —  5(16,     t»,  =  1(16 
Aus  V. 

_3»-9(3— 1)_5(2- 6+3— 1)+3— 2-2+6  -2  =  0(16    oder 
—8  =  0(16 

Das  ist  ein  Widerspruch,  also  bat  h  auch  keinen  kubischen  Factor, 
Ä  ist  unzerlegbar,  ä?— 0  ist  nach  dem  Kronecker'schcn  Satze 
nicht  auflösbar,  ebenso  nicht  / «-  0,  nach  E, 


30)    Qw/  {qw\w2 
,  :   Setzt  man 

:^^  =  ^J»  ^  =  ^8»      «8+  «8  =  «I  «^?      02—08  =  Oty 

80  wird 


1 /_   g  — 1  a;  -y-2  1  / 1 


— y 


«1  '^  y  r   (a;  +  l)(x^-y7         '  2  r    2(a;  +  l)(«-y) 

Daraus  erhält  man 

*  ei«(a!-|-l)+x— 1) 

oder   wenn   aus  letzterer  Gleichung  dprch  Normbildung    y    eliminirt 
wird, 

-e,»(xH-l)(««+x»-ea;+8)-(«-l)(*-*^'*] 
-[ei«(a;+l)»-i][4e»(a;+l)-(x=-i]»(-l)»  =  0 

worin 

gesetzt  ist.   /ist  in  (R,  «„  «2,  «)  unzerlegbar.    Es  wird 

/"(«j  -«,=  «)  =  [4e«(«+l)-(a;-2)«]{l6x(as+l)Af[««(a!+l)^+«-ll 
[4e«(a!+l)-(«-2)»l! 

wie  es  sein  mnss.    Ferner 

/(«i«  -  1,  e,  =  e)  =  ««]256e«a!(!H-l)*— 32««x(a;+).)(a;*+3x— 16) 
-  («+2)(«-l)»]  =  «»(=1)  =  0 

g  ist  im  Bereiche  (R,  e,  »)  unzerlegbar. 


mtrhwürdtger  Dreiecksau/gahen . 
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gU  =>  ^^  =  h=z  ajö-  12a;*+73a;3  =  10a;«-292a;  +  128 


V  «12  .  4a:'  +  73  .  3a;« -- 10  .  2«  —  292 

.    •         >.,,;.. 

5  .  2aj3«  11  .  2  .  3a;«4-73  .  3a;-  10 


2  " 

Ali 

^  =  5  .  2:^;*«  12  .  2.  2a;+73 

^=öa;-12 


5! 


Wir  bekommen  die  Tafel 


X 

h 

Äi 

A" 

Alll 

AlV 

ÄV 

V 

-'2 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

5 

=1 

> 

0 

< 

> 

< 

> 

4 

0 

> 

< 

< 

> 

< 

> 

4 

1 

< 

< 

> 

> 

< 

> 

3 

2 

< 

> 

> 

> 

< 

> 

3 

3 

> 

> 

> 

> 

> 

> 

0 

A  »  0  bat  also  die  reellen  Wurzeln  zwiscbeu  —2  und  3 ,  nämlicb 
1  Wurzel  zwischen  — 2  und  —1,  und  3  oder  1  Wurzel  zwischen  2 
und  3.  Im  ersten  Falle  wäre  das  Product  der  Wurzeln  positiv, 
während  es  wegen  des  Endgliedes  von  h  negativ  ist.  Also  hat  h  3 
reelle  und  2  complexe  Wurzeln.  Ausserdem  ist  h  wieder  irredu- 
cibel,  alßo  ist  nach  Kronecker 


nicht  auflösbar. 


Ä  =  0,    g^O,    f^O 


Es  ist 


31)      QiWkiQu  ^2^1   Ö. 

QiQiW^    B.  233 

9l  ^i  ^3 

(ftiv^w^    30(3 -3)  (13) 
31*)     Qu  Psi  ^i 
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2Qk9l   V9$+9k)i9n+9%) 


Wi  — 


P»P*+^*?'+*^P*?^ 


Dies  giebt  kier  eine  cubische  Gleicbaog  fftr  Ps,  damit  ist  die  Auf- 
gabe algebraisch  auf  4)  zurückgefahrt 

Setzt  man 

—-==«1,        —  =  «2,     «2 -f- A3  =  a,  ar,     ««— a3  =  «iyi 


Wj  "  «7, 


80  wird 


e 
oder 

oder 


■f»3(aj+l)«[+Ci»u?--^V+l)*[4öi»(a;-l)»-x«(a?4.3)]«-0 
/*  ist  im  Bereiche  (R,  x^^  c^,  )2)  anzeiiegbar. 

/(6,=«2=«(«-l)«*[4<j«(«:  -  l)»+x«(aj— 3)]f  16aj(aj-l)V 

wie  es  sein  muss.    g  ist  in  (R,  e,  x)  unzerlegbar. 

g{e^  -  i)=Äfx+ 1)  =  (ar4-l)(a:5— 3a;+23  -lla;*-4x+2) 

A  ist  im  natttrlichen  Rationalitätsbereiche  unzerlegbar.    Aas   diesen 
Eigenschaften  von  g  und  h  folgt  wieder  die  Unauflösbarkeit  von  f=^0. 

:^2)    9it^k'(Qifi<    31*»)  (3-3)  a 
9i  Q%  W    construirbar 
9,,tv,'w,'    31°)  (12)  (3-3) 
eil«     29)  <13)  (1-2) 

32^  geht  aus  der  construirbaren  Aufgabe  86*)  durch  die  construir- 
baren  Substitutionen  (B)  (1—1)  hervor. 

33)    wiWk'  {tüiw^wi'    18«  B, 
W1W2WQ     6(3 — 3) 


merhoürdiger  Drmecksaufgaben.  301 

le^w^'w^'    33»  (I— 1)  a 

3:i»  führt  auf  J8«  zarOck,  wegen  dar  Beziehung  B.  für  »  «  1. 


Iir.    Stücke  dreier  Sorteo. 


34)    a«Ai  (41,  ^1  m| 

b 

35)    a,&jkr(a,Ä,r  6 

a^  A|  TU 

.t> 

« 

a,&«r  B.  92 

ÄjÄ,«! 

b 

36)     ö//jvQ(fl,Ä,p  B.  144 

Oj  A^  ''^ 

b 

a^Asp  B.  184 

<Z|  h^  971} 

,6 

' 

37)     öfÄ^p,-    (öjÄ,  pi 

38) 

«1 

hkWc  (01^2^2  construirbar 

«1  Ä(,  P2 

a^hi  W2   ü 

OjÄgPi 

0|  Ag  f  ^;f 

a,  Äjp, 

^2^8*^2   ^  •  ^^ 

«1  ^2  Ps 

ash^s  ^ 

38» 

«j 

Äj  1£T2 

Durch   das   rechtwinklige  Dreieck   aus  h^  und   m?,    ist  der  Winkel 
— n —  zwischen  A^  und  t^i  bestimmt,  die  Aufgabe  kommt  also  zurück 

aof  fli,  A],  0^2 "^^89  ^^3  ist  in  dem  anfangs  erwähnten  Buche  Peter- 
sens die  Aufgabe  314. 

3ö*»)    a„    A„    tog 

Zieht  man  ans  w^  den  Wert  von  a^^,  setzt  ihn  in  h^  ein  und  nimmt 
-  ^  X  als  Unbekannte,  so  kommt 

eine  auflösbare  Gleichung* 

SS*')    a„    A,,    Wj 
Man  setze 

80  ist  die  Aufgabe  äquivalent  mit  a^,  6,  e.     Durch  Elimination  von 
a^  ergiebt  sich 
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eine  auflösbare  Gleichang  für  a 

44)    aimitwi'  (öimiU?,*    43»  (x— 2)  a  45)     «jrp  (a|rp  B.  125 

a,  Uli  tcjj'     43»<1~1 )  a  4<i)     a^rg^  (ag  rp,  45(1—1)  f 
a^m^w^'    43«(2— 2)a  a,  pg  45(2-2)  I 

a^m^w^'    43^(1— l)a  47)     «j  rw*  (a^rw^  B.  316 

a,m,  tta'     43« (2—2)  Q  a^rw^  a 

47*>)     a,,     r,     w^ 

Man  hat 

dies  eingesetzt  in^ 
ergiebt 

eine  auflösbare  Gleichung  für  a^, 

48)     a.ru?fc'(a,ru^,'     47M2-2)  I        40)     aiQkia^QQi'B    129 

ajrtV     57Ml-»l)  a  a.ppjj   12«(23)(1~1)! 

50)     OiQWh  (a^Q^i  d 

50»)     a,.     pi,    w?i 
Seitzt  man 

so  wird 


also 

,        4:aH^+l)+X'-l  .  „       -4g<(a:4-l)+(a^-l)(a^^-l).  g     .. 

J^'  • ^1(731) .        -'«'  "=  4(0.-1)  ^"^  ""'^ 

oder  „         „,      ^ 

eine  auflösbare  Gleichung  für  x.    Dadurch   ist  die  Aufgabe  auf  10) 
zurückgeführt. 


Man  hat 


merkwürdiger  Ureiecksavfyaben.  OQg 

^^)     «1,      Pi,      W^ 


Eliminirt  man  a^,  so  wird 


16 


''"'-«'"h-.-'^'-.'](2%".-v) 

durch  diese  auflösbare  Gleichung  fflr  «,  kommt  50")  auf  10)  zurück 

51)     a,  Qwk    (a^g  w^'   a 
51*)     aj,     p,     w^* 

Man  hat 

also  ""l  «i+«2  +  08 

Pi  —  p  r      aj«— 4p  pi 
Diese  Gleichung  4.  Grades  für  p,  führt  die  Aufgabe  auf  49*)  zurück 

61^)    c4,    p„    «,,' 

V«(a3-a,)*+^^^^-^^,'« 

Setzt  man 

und  eliminirt  a,,  so  kommt 

Arch.  d.  M»th.  u.  Phyg.    2.  Eeihe.    T.  IVII.  „« 
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Kor  seit:   üebur  die  trigonometrische  Löiung 


-^-t^x  -  l)«14x«  —  «»(a:  — 1)«]  —  0 
/  ist  in  (R,  a,  «,  x)  unzerlegbar. 

•\^(3x^l){x^\Y]  =  (x  +  l)g 

fg  ist  im  Bereiche  (R,  <y,  x)  irredacibel.    Nach  iV  ist  /  =  0  unauf- 
lösbar. 

52)  aiQkwi  («ipiw»!  ÖO»  (1—1)  a       53)  flip*ir«'(ai  pi  itj'    51»(1— 1)0 
«iPi^a  öl**  (i -1)  «iPi'^s'  00^(1 — l)a 

a,p2tt7,,51»  (2—2)  a  «iPat^i'  50»(2— 2)o 

a,PaMT2  öOb  (2—2)  a  a.g^tü^'  51  C2-2) 

«iP:i'«'s  51'  (2-3)  (2-2)  a,Q^io^' 

50<'(23)(2-2)  a 


55)     httnxv  (k^m^r     B.    106) 


54)     «.i^ikM-/'  (a,  w^jm;/     38»  Bj  f 

«i«'!  M^a'      lic(l^l) 
ajtr^tü/trj    11^)2-2) 

a,  M^2«^2'        38*^2  f 

a^w^wg,'     llt>(2~2) 
55*>)     Äi,     m„     r 

«303  — 2Ä,r 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  a^  und  a| 

64Ä,'«r2a2*      (a/-ta2«m22+16ÄiVV-8Äi«a,2fa2^  +  4ai«m,8 

—  8A,5^r«)    «  0 

Diese  Gleichung  vierten    Grades  für  a^^  führt  die  Aufgabe    auf  1)1 
zurück. 


56)    hiftikg  (Äj  m,  9  B.  146 

Ä,  »%(>  construirbar 


Mau  hat 


56*»     Aj,     m2,     p. 


57)     Ä,m^.p;     (Äi^ip,  56* (1 — 1) 

Ä,miP2  56»f2-2)  ! 
Äjingp,  56^(1—1)  f 

Ä,m2P2  56^(2—2)  fj 
him^g^  56^(3—3)  f 


merkwürdiger  Dreiecksaufgaben,  gQ*^ 

9*(gk  +  Ql) 


Vqi  Qi  +  Pi  Ps  +  Qi  Ps 


•,-iV'-^ 


.  ,,     ..^29l  +  P)*+2p8r^Pl  — P2)PlP«+(PlP2)* 


P8(Pl  +  P8)+PlP« 

Setzt  man  in  m^  die  aus  h^  folgenden  Werte 

—     ^iP2  ^  ^iP 

80  erhält  man 

eine  quadratische  Gleichung  für  g^.  Da  sich  jetzt  die  Seiten  durch 
bekannte  Quadratwurzeln  ausdrücken  lassen,  ist  die  Aufgabe  con- 
struirbar. 

58)    hitrikwi  (ÄjWTiWj  B.  43 

hl  m^  Wg 
hl  m2  Wß 

Die  Aufgabe  ist  im  Bereiche  des  Lineals  und  Zirkels  gleichwertig 
mit  Wg,  wij,  X^V^i^  —  Äj^.    Man  hat 

a  2 

Setzt  man  diese  Werte  in  T^  ein,  nachdem  man 

i/?2  =  mj 6,    A  =  7»!  5,    Wi  ^  e^x 

gesetzt  hat,  so  bekommt  man 

{f  =  e^x^(x^  —  ga;  —  3)2  —  4^2  (x^  +  qx  +  i)  (x«  —  gor  +  J) 

+  4(l-g«)(x2-^a;  +  4)  «0 
/*  ist  in  (B;  e,  g,  x)  unzerlegbar. 

f(e^  =  4(1-2«))  =  lS{q^—lHq^x^-'2qHx^  -|(x«-Q2x(aj2- J)« 

+5(2:r4+ix«+J)-a;(x«-J)(^«-t)] 
=  16x(52--i)^ 

20* 
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Ich   beweise  die  Unzerlegbarkeit  von  g  im  Bereiche  (R,  5,  x). 
g  ist  gleichzeitig  zerlegbar  oder  unzerlegbar  mit 

Dass  A  in  (R,  y^  9;)  anzerlegbar  ist,  beweist  man  ebenso  wie  für  die 
Function  g  in  11^.  Die  Anwendung  von  N  auf  ^  und  /  ergiebt 
wieder  die  Unauflösbarkeit  von  /*  «=  a 

58®)    Äj,    wij    tt?j 

und  wenn  man  diese  Werte  in  P,  einsetzt 

V(3ai  +  2;i)2— 4A,«^32as«  +  4V«i*ös*  -  0 

eine  auflösbare  Gleichung  für  a^,  durch  welche  die  Aufgabe  auf  34^) 
zurtlckführt. 

58^)    Ä„    m^,    «73 

Setzt  man 

SO  findet  man  wie  vorher 

/^==e*ar4(a;-f  g)2  — 62(a;«  +  2ga;4-l)(4a;«  +  42x  +  l) 

wobei  f  vom  6.  Grade  in  x  und  unzerlegbar  in  (R,  c,  g,  o;)  ist. 
/(ö2  _  1  _g2)  ==  (l-g2)a;[(l  -g«)a;»(a;+g)«— (a;+2?)(4a;«+42a;+l)] 

g  ist  eine  in  (R,  g,  x)  unzerlegbare  Function  5.  Grades  in  «.  Die 
Unzerlegbarkeit  beweist  man  hier  wie  in  58*»)  für  g. 

Nach  N  ist  also  die  Aufgabe  nicht  trigonometrisch  lösbar. 

58«)       Äi,       Wlg,      tTj 

Setzt  man 


A  ^  )/4 m^^  - Ä^^     2m.^  ^  cfiar,     A  =  2m2 Q,     2tr3  =  2m^6 


I 
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80  erhält  man  durch  Einsetzung  der  Werte  von  a^^  und  03*  in  P^i 

/•=  6*x\x^+^qx  -f  3)*  -  4e«(a;«  +  4  gx  -f  4)  (««  +  2qx  + 1) 

+  4(x«4-45i+l)(l  — 2«)=  0 

/*  ist  im  Bereiche  (R,  e,  g,  x)  unzerlegbar. 

-  4(x  +  22)  (x«  +  4gr+4)]  =  (1  -  q^)xg 

Die  Unzerlegbarkeit  von  ^  im  Bereiche  (R,  q.  ^)  beweist  man 
wie  in  bS\    /«  0  ist  jetzt  nach  N  nicht  auflösbar. 

59)    himkivi;  (h^m^w^*  58»  (2— 2J  f  60)     Ä.r^CÄjr^  B.   147 

kim^  7rg'  58^  (1—1)  61)     hiVQk  {h^rg^  60  (1— l)f 

Äi  mg  tu, '  58c  (2—2)  a  Äi  r  P2  60  (2—2)  f 

Ä,  mjM?^'  58d(l— 1)  62)     htrick  ih  rw^  85»  i?i  f 

h^m^w^'  58®  (1 — 1)  kirt02 

62^)    Ä|,     r,     tt^g 

Man  hat 


_2_  1/ Äi_V 


fl.     f-L     f 


2^2  ^2  ^s 
WO  Ä,'  ^  r-.    Setzt  man  also 

80  wird 

2         e»(rr+l)^^g     l)^+4.r  2'xy 

also 

/*i8t  unzerlegbar  10.  Grades  für  x  im  Bereiche  (R,  g,  p,  x), 

+8«*(z-^l)(a;+l)4[a;+l)*-6a;]+e2{a;+l)«[32«(aj«+5x2+11x-l) 
-(ir--l)(.T+l)6]-4a;(x»+7x*+22a;»+42ic2+57a:-l)}  =  (a:-!^ 

^  ist  hier  wie  in  11*  im  Bereiche  (R,  c,  x)  unzerlegbar..      N  giebt 
angewandt  auf  f  und  g  die  Unauflösbarkeit  von  /*  =  0. 


i 
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Kor  seit:   lieber  die  trigonometrische  Lösung 


63)     hirwk' (hirtv^'     62*  (2-2)  t        64)     hig^Qk  (h^QQi 

unbestimmt  wegen  Ä^ 


65)    lüQwk  (Äiptü^      86*  A^  1 


h^QQt  B.  255 
66)     Ä.ptr/  h^gw*    65*  Äj  I 


68)     Äi^ktr«'  (A,(»iV     6^.»(l-l)if    69)  Ä.pktrz  (Ä|Pi«^i    65*  (1-1)! 


Ä^Pit^g'  05^(1—1)  a 

Äj^jir,'  65»»  (2-2)  f 

Ä,^2<  66*>  (2-2)  a 

Äi^j'V  65*»|(23)(2— 2)a 


Ai  pi  tri  66»»  (1— l)a 
\  Q%  "^2  66»»  (2-2)  I 
he^^i     65»»((2-2)a 


Al  P2  "'S 


IT« 


66*»  (23)  (2- 2)0 


69)    him'  (h^w^w^'  unbestimmt  wegen  J5, 

70)     m,rp  (m^rp)  a 

Äj  iTj  tog'  18^  (1—1)         71)     mtrok  K  »*  9i     70  (1—1)  a 

^1  tr,  M?/  18«^  (2—2)  m  r  ßi .    70  (9  -  2)  a 

ÄjtraM^gy  18»  i?2  a 

YiW^ssV  18*  (2-2) 

70)     mj,     r,     pi 

Es  ist 

4ppi  =  «1*— (ßj— 04)*»     -  =     ^^!|-p^![.p^^     (^2  -  «3)^  -  «i*-4:ßp„ 


is+^c  - 


Pl  (»  2   I  2  19  PlM-p*         o       o 


9i+9 

Q1-9 


ai 


{Qi—qV 


iQi-Qf 


Pl  —9 


Setzt  man  dies  in  die  Gleichnng 


0,0,03 


V(«l+«2+«3)(--«J+öf2+a3K«l  -  a2+«3)(«l+ «'s  —  03) 


80  wird 
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9i      9 
Dies  in  den  Ausdruck  für  m,  eingesetzt,  ergiebt 

4r(p.  4-0)2 
9l     9 

eine  auflösbare  Gleichung,  die  unsere  Aufgabe  auf  8J)  zurttckführt 
7'^)    m«r  t(?4  (»»irwj  construirbar 

72»)     iwj,     r,     W7, 

Setzt  man 

02  +«8  =  a;,     agrta  =  y,     also     ag^  +  Os*  «  a^  -  2y 
so  wird 

r2[4y^— (~a:«+2y4-4mi2^^j  ^  (2a;«-4y-5mi2)2,^ 
also 

oder 

^2       4u7j(y+W^2)  4(yg^;ytiX2  ^  ^    (^+^1^)^  '  ^^l') 

Day4"''*i*  ^^^  y+w'i*  nicht  verschwinden,  kann  man  beiderseits 
nnt  .  ,  ^^  ^v  multipliciren  und  erhält  dann  eine  quadratische  Glei- 
chung für  y*.  Diese  construirbare  Aufgabe  habe  ich  nirgends  be- 
bandelt  gefunden. 

72*»)     m^,     r,     to^ 


3*12  Kors€li:   Ueber  die  trigotiometrinche  Lösung 

Man  setze 

-^-V — -  =  «,    also 


"'«*-2-^[?'^*-2™«'(2-a=.»] 


und 
SO  wird 

— 4(«-l)(2--aj)[46«(2— »)(«— 1)— (a;«--2)][2c«(a;-l)(2-a;)+l]«  =  0 
/*  ist  in  (B,  <y,  «,  a;)  anzerlegbar. 

/(«  -  0)  =  ^  ^ a»a;«(3aj  -4)  4-4(a;-  l)(2-»)(x2-2) 

^  ist  <n  (R,  <y,  a;)  anzerlegbar. 

^  (ö  =  |)  -gj(2:r-3)(«iac»+21x*-41x3-|-60x2+90a:-108) 

_       4(:'x-3) 
=  ""  "~Fl"~  ^ 

^  ist  unzerlegbar  (im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen),     N  ergiebt 
engewandt  auf  h  und  g  die  Unauflösbarkeit  von  f  =  0. 

73)     m,rtrik'(mirt(?,'  72M2~2)f     74)     miQQk  (m^QQ^     22^(3-3)1 
mirV72Ml-l)  ^^P«    *i2<^(23)(l--l)I 

75)     mt  ptrjk  ViP^i   ^ 

75*)     m^  ^1  ti?i 
Man  setze 

so  wird 


-TTiV^k$    W-a,V+.«-l) 


^        g^(a;  +  l)V-x» 
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y-r''-^—        e«(a+l)«-.a;«        '     ^   ""  (a:^-l)[6^(a;  +  l)(2a;«-l)-a;«- 


a« 


e«(i2__i)t 


Diese  auflösbare  Gleichang  fahrt  die  Aufgabe  auf  1)  zurück. 
Nimmt  man 


SO  wird 


1+a;  r   «2— .y«*     ^    ""     e\x'\-iy—x^ 


4^« « ?!!zi?d:5!+l  ,^. 

4',a;-l)(l-«)ia:H-l)V  "^^  ^ 

/•=  16c*(a;+l)*[(r2(;B-l)24.  (a;2+l)J[a2(a;-ly«-(aj2  -2)] 

/  ist  in  (R,  Q^  (T,  x)  unzerlegbar. 

(e=i)=(x-l)2(a*(a;-l)2(a;-|-l)*+o2(a:  '\){x-\'\)\-x^'\-x^-''^x^^) 
4-7a:6+22a;ö-fi3a;4— 4a;3+24a;2+24a;+4] 

g  ist  in  (R,  ö,  x)  unzerlegbar. 

\^g(at  =  ^)  =  (x+3)i60lÄÖ-j-l83a:*~1366a;5+5lOx24-1309x+363) 

=  (a;+3)Ä 

^  ist  unzerlegbar,  und  ^  =  0,  /  «  0  nach  der  oft  erwähnten  Schluss- 
weise  unauflösbar. 

76)     rriiQWk*  (mj  qw^*  a 

76»)     Wj.  ^,  t(;j' 
Man  setze 


314  Kor  seil:    Ueber  die  trigonomttrUche   LÖ^uny 

^  =  ti»|'«,     g  =  mta^     02  +  03  =  0,1,     Oj  — 03  =  0,^^ 


80  wird 


i 


c2  = 


,        eHx+\)(2x*^l)+(x-l)(x^^\) 


Das  ist  eine  auflösbare  Gleichung  fflr  ^. 

76*>)     mj,    «1,    M's' 
Für 

p  ^  u^g'«,     mj  =  pa,     oa+fli  ^  o^x,     03  —  0,  =  0«^ 

erhält  man 


1/         a^-l  j  e^(x+ » )xS 

*  ""  ^  r    (x+\)(x^-y^)'       ^    ^  e\x+l)+x-'i 

4mi*=  02  7 

Aa\x  .l)«[l-«2(a;+l)2]  =-  2c»(a;+l)«(x-2+4)+(ir+l)(:r-l)(x»+8) 

oder  rational  gemaeht 

/•  ist  in  (R,  er,  «,  x)  unzerlegbar. 

+16«^x+l)(x-l)(2x*— 3x2-8j-(x-l)2(x*+8)2]=(x+l)V 

ist  in  (R,  tf,  x)  unzerlegbar. 

8^(6  =  J)  =  (x-3)(9x5+^ox*— 4lx3+131x«^290x+150)  =  (x~3)Ä 

A  ist  in  R(l)  unzerlegbar,    ^  ==.  0,  /*=>  0  sind  nicht  auflösbar. 

77)    w,(>iwi(m^p2^i    75*  (l — 1)  a     78)     wz,-9iktü;' (fwj  pi  i^?/ 

7C»  (1—1)  a 
miPt^^a     76*»  (1-1)  «ii^iV 

75^  (1-1) 

m,  |»j  w?!     76»  (2—2)  a  m^  pg  ^\ ' 

75*    (2—2)  a 
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'"iP2*^«     75*>  (2—2)  ntj^Q^w^' 

76^    (2-2) 

^iQi^s    76»>  (23)  (2-2)  ^Q%W 

75*>)     (23)  (2—2) 

79)     muckwi'  (m^wjw^'  58»  Bj  f        80)     rpp,-  (r^Pi  B.  217 

m,  tOjtü^O  23«  (1—1)     81)     rQvriirgto^a 

m^to^w^'  23°  (2— 2) 

m^w^w^*  58°  B2(12)a     82)    rpw,'(rßM7/a 

m^w^w^'  23<*  (2— -2) 

81)     r,     p,     m;j 


Für 
ist 


p  =  ra,     p  =  t^i#,     7*3  +  02  ^flfiJr,     n^—a^^iO-^y 


6 

x+l  F  x^ 

y*- 

e«(x4-l)x«- 
c«cx+l)«- 

-x* 

■X« 

a 

y(X-!)(X-; 
-           X'-J,* 

!^^) 

26«(x- 

-l)(x+l)' 

eine 

auflösbare 

Gleichung  fttr 

X. 

Für 

wird 

^       ^  r  (x+l)(x--^-y'')'       y    ^  e2(x+l)+x-l) 


_  2(x-l)(t-yg)  _  (l->x)V(x+l)»— 1] 
x^  -  2^^         ■"  x^ 


eine  auflösbare  GleichuDg  für  x. 

83)     rQiWk  (rg^Wi  Sl{i-l)a     84)     rpiW(rßiW?/     82  (1—1,  a 

rg^w^    82  (12)  (1-1)  rg^w^' 

81(1-2)(112)  a 

85)     rwiwk'  (rw^w^    B.  110        86)     ggiWk  (ggi^^^  B.  298 

rw^wc^'  26  (r— 1)  p^i«?,  31»  (123)  (2— 2)a 

87)     ggiwk'  (gg^w^'  31^  (13)  (2-2)  f 

88)    gwiwk'  {gw^to^*    65»  Bj  f 

gg^w^'    86^(1— l)a  qw^w^'    36^1-1) 
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89)     Qiwuwi*  (p,u?iu?i'  88»  (1—1)  I 

PiM^,«o,'  29(1—1) 

ifiW^w^'  30  (2—2) 

P,w,to,'  3:i»(12)  (1—1)  l 

p,tr,V  8:iMi3)  (1-1) 


Tafeln  für  die  merkwürdigen  strecken 

zweier  Dreiecke. 


a,  «  1 


Ä    —  m,-  =»to 

r 
1 

ya 

1 

2yä 

9.      ^i ' 

iVä 

1 

lyä 

00 

a,  . 

-3, 

flj 

}  — 

4, 

«8 

— 

5. 

A| 

A, 

As 

m, 

7712 

17*3 

r 

.P 

Pi 

93 

w?, 

tu. 

4 

3 

•2^/l 

jyi3 

yrä 

t 

1 

12 

i 

3 

G 

SVio 

W/l 

tOt 


VVä 


tr. 


iVlu 


tTc 


syö 


ir« 


3.4y2 


Ein  Ueberblick  über  das  Ganze  zeigt  uns.. 

„Von  den  244  behandelten  Aufgaben  sind  98  constmirbar,  74 
„trigonometrisch  lösbar,  69  trigonometrisch  nicht  lösbar,  3  nnbe- 
„stimmt^^ 

„Es  giebt  köine  algebraischen  Beziehungen  zwischen  drei  ,,merk' 
„würdigen  Strecken'*  des  Dreiecks  als  die  nnter  Ai  und  Bi  ange- 
gebenen*'. 

Nun  erheben  sich  aber  die  weiteren  Fragen: 

Welche  von  den  als  trigonometrisch  lösbar  nachgewiesenen  Auf- 
gaben sind  constmirbar? 

Welche  algebraischen  Beziehungen  bestehen  zwischen  vier  oder 


J 
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mehr  merkwürdigen  Strecken,  die  in  diesen  linear  oder  quadratisch 
sind,  z.  B. 

Welche  weiteren  einfachen  Werkzeuge  machen  die   trigonome- 
trisch unlösbaren  Aufgaben  lösbar? 

Die  Beantwortung  dieser  Fragen  bleibt  ferneren  Untersuchungen 
überlassen. 

Plauen  i./V.,  April  1899. 
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xxxr. 


Bemerkungen  zu  der  Figur  von  der 
Simpson'schen  Geraden, 


Von 

Adalbert  Grüttner. 


Folgende  kleine  Betrachtung  wird  vielleicht  als  Anregung  za 
häuslichen  Arbeiten  für  Schüler  der  Prima  einigen  Nutzen  haben 
Sie  gründet  sich  auf  den  bekannten  Satz  von  der  Simpson'schen 
Geraden. 

Wir  setzen  voraus,  dass  von  einem  Punkte  P  des  Umkreises 
eines  Dreiecks  il^Cnach  seinen  drei  Seiten  unter  gleichen  Winkeln 
q>  und  in  gleichem  Sinne  drei  Geraden  gezogen  sind.  Die  Schnitt- 
punkte dieser  drei  Geraden  mit  den  Dreiecksseiten  sollen  heissen 
Pa,  Pb  und  Pc.  Die  Vierecke  PPaPeB  und  PPaPhC  sind  dann 
Sehnenvierecke,  woraus  wir  folgern,  dass 

Wkl.  BPaPc  =  BPPc    und 
Wkl.  CPaA  ^  CPPk 

Da  nun  ausserdem  nach  dem  Aussenwinkelsatz 

Wkl.  BPPe  «  APcP  '  ABP  «  (p  —  ABC    und 
Wkl.  CPPb  =  ACP-  APbP^  180^  — i45C-(180<>-<)P) 
==q>^ABC 

so  haben  wir 

Wkl.  BP.Pc  ^  CPaPh 
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Nach  der  Umkebrnng  des  Scheitelwinkelsatzes  folgt  hieraus  sofort, 
dass  Pa^  Pb,  Fe  in  gerader  Linie  liegen.  —  Alle  Geraden,  die  wir 
durch  Aenderang  von  (p  erhalten,  werden  za  einander  in  irgend  einer 
Beziehung  stehen,  die  nunmehr  untersucht  werden  soll. 

Die  Fusspunkte  der  Senkrechten  auf  die  Dreiecksseiten  mögen 
Pj,  Pg»  ^3  heissen.  Auch  sie  liegen  in  einer  Geraden,  die  wir  g 
nennen  wollen. 

APbPeP  ist  ein  Sehnenviereck.  Fällen  wir  nun  ron  P  auf  die 
Seiten  des  Dreiecks  APhPc  die  Senkrechten ,  so  müssen  ihre  Fuss- 
punkte P2,  Q,  i4  auch  in  einer  Geraden  liegen,  das  beisst  aber: 

Der  Fusspunkt  der  Senkrechten  von  P  auf  irgend  eine  der  be- 
sprochenen Geraden  liegt  auf  g. 

Fassen  wir  nun  g  als  Scheiteltangente  einer  Parabel  mit  dem 
Brennpunkt  P  auf,  so  können  wir  beweisen,  dass  alle  jene  Geraden 
Tangenten  an  diese  Parabel  sind.  Zunächst  wollen  wir  ihre  Leit- 
linie suchen.  Construiren  wir  den  Gegenpunkt  P'  von  P  in  Bezug 
auf  AB^  so  muss  P'  ein  Punkt  der  Leitlinie  sein,  da 

PP3  =  P'Ps 

ist.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Verbindungslinie  von  P'  mit 
dem  Höhenschnittpunkt  H  der  Scheiteltangente  parallel  ist.  Zum 
Beweise  construiren  wir  uns  durch  Verlängerung  der  Höhe  CD  bis 
zum  Umkreise  den  Gogenpunkt  H^  von  H  in  Bezug  auf  AB  und 
ziehen  H'  P  und  HP\  die  sich  auf  AB  schneiden.    Dann  ist 

Wkl.  P^P^P  =  P^BP 

weil  P^P^BP  ein  Sehnenviereck  ist.  Ausserdem  lässt  sich  leicht 
erkennen,  dass 

Wkl.  P^nP  =  CBP  ^  C  H*  P 

=  H'  HP 

^  H  P'P  ist. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

Wkl.  P^P^P  ^  HP' P 

Die  Linien  HP'  und  PcP^  sind  also  parallel,  und  HP'  ist  die  Leit- 
linie unserer  Parabel.  Auf  ihr  müssen  auch  die  Gegenpunkte  von 
Pin  Bezug  auf  5C  und  CA  liegen,  denn  ebenso  wie  PP*  werden 
auch  die  Verbindungslinien  der  andern  Gegenpunkte  mit  P  durch 
g  Jialbirt  und  liegen  daher  beide  auf  der  Parallelen  durch  P'  zu  g. 
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Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  FtPt  und  mit  ihr  alle 
auf  gleiche  Weise  entstandenen  Geraden  Tangenten  an  die  Parabel 
sind,  verlängern  wir  PQ  bis  zum  Schnittpunkt  R  mit  der  Leitlinie 
JTP'  und  errichten  in  -R  auf  HF*  die  Senkrechte,  welche  PbPc 
in   T  schneidet.    T  ist  dann  ein  Parabelpunkt,  da 

AT  «  FT 

]St.  Dieser  Punkt  ist  auch  der  einzige  anf  PtPe,  welcher  zugleich 
der  Parabel  angehört,  denn,  gäbe  es  noch  einen  andern  X^  so  müsste 
sein,  wenn  Y  der  Fusspunkt  der  Senkrechten  von  X  auf  HP'  ist, 

XY  —  XP 
Da  nun  aber  auch 

XR  =  XP 
sein  muss,  und 

XR  =  XY 

unmöglich  ist,  so  ist  wirklich  P  der  einzige  Parabelpnnkt  auf  Ph?e 
oder  I%P$  ist  Tangente  an  die  Parabel.  Zu:  diesen  Tangenten  ge- 
hören auch  die  Dreiecksseiten,  denn  zieht  man  nach  einer  Ecke, 
etwa  B^  die  Verbindungslinie  mit  P,  und  construirt  unter  gleichem 
Winkel  eine  Gerade  von  P  nach  AC^  so  fällt  der  Scheitel  dieses 
Winkels  nach  C,  da  sein  Nebenwinkel  dann  —  l^J^—ABC^  er  selbst 
also  —  -4-ßC7  wird.  BC  ist  also  eine  der  besprochenen  Geraden 
ebenso  lässt  sich  das  auch  von  AC  und  ^ii^  zeigen.  Fassen  wir  nun 
zum  Schluss  alle  Ergebnisse  zusammen,  so  bekommen  wir  folgende 
Sätze: 

Zieht  man  von  einem  Punkte  P  des  Umkreises  eines  Dreiecks 
ABC  Geraden  unter  gleichen  Winkeln  und  in  gleichem  Sinne  nach 
den  drei  Seiten,  so  liegen  die  drei  Scheitel  der  gleichen  Winkel  auf 
einer  Geraden.  Aendert  sich  der  Winkel,  so  ändert  sich  die  Gerade 
und  umhtlllt  während  ihrer  Bewegung  eine  Parabel,  die  auch  die 
drei  Dreiecksseiten  als  Tangenten  und  den  Punkt  P  als  Brennpunkt 
hat.  Die  Scheiteltangente  dieser  Parabel  ist  die  Gerade,  welche  die 
Fusspunkte  der  Senkrechten  von  P  auf  die  Dreiecksseiten  verbindet 
Ihre  Leitlinie  geht  durch  die  drei  Gegenpunkte  von  P  in  Bezug  auf 
die  Dreiecksseiten  und  durch  den  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks. 


Ost  er:  Reduction  einer  Claase  pari»  Diffgl.  321 


XXXI. 


Heber  die  Keduction  einer  Classe  partieller 
Diflferentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 


Von 

BerthQld  Oster« 


1. 

In  seiner  berühmten  Abhandlung  über  partielle  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  sagt  Ampöre  an  einer  Stelle:  „Die 
allgemeine  Integration  der  in  der  Form 

F{x,  y,  a,  IJ,  «,  «)  =  0 

enthaltenen  Gleichungen  kann  als  die  erste  der  zu  lösenden  Auf- 
gaben betrachtet  werden,  wenn  man  zur  Integration  aller  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  gelangen  will"  *). 

Der  durch  diese  Worte  vorgezeichnete  Weg  ist  von  vielen 
Mathematikern  eingeschlagen  worden  und  hat  zu  schönen  Resultaten 
geführt.  Die  Worte  Amp^re's  weisen  aber  zugleich  auf  das  Pro- 
blem hin,  diejenigen  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, welche  nicht  von  vornherein  in  der  Form 

vorgelegt  sind,  auf  diese  Form  womöglich  zu  reduciren.  Diese 
zweite  Aufgabe  ist  für  die  linearen  Gleichungen    schon  von  Euler 


a)  Journal  de  TEeole  polytechniqne,  XVni«   cahier  (1820),  p,  4^. 
Axclu  d.  Math,  u  Phys.    2.  Reihe,  T.  XVn.  2 1 
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gelöst.  Für  die  Gleichungen  der  Monge- Amp^re'schen  Classe,  welche 
bei  Anwendung  der  fialer'schen  Bezeichnungen  in  der  Form 

erscheinen,  ist  die  gedachte  Keduction  nach  Darboux  und  Lie  dann 
und  nur  dann  durch  eine  Berührungstransformation  möglich,  wenn 
jede  der  Charakteristiken  eine  integrable  Combination  zulässt 

Im  Folgenden  soll  zunächst  für  Gleichungen  von  der  Form 

Ar  +  2Bs+Ct  +  D^0 

~  wo  A,  Bf  C,  D  Functionen  von  «,  y,  «,  p^  q  sind  -  eine  Methode 
der  Reduetion  angewandt  werden ',  welche  schon  Ossian  Bonnet  zar 
fieduction  der  Differentialgleichung  für  die  Flächen  constanten 
Erümmungsmasses  benutzt  hat^).  Diese  Methode  führt,  abgesehen 
von  leicht  anzugebenden  Ausnahmefällen,  stets  zum  Ziele  und  liefert 
somit  eine  Vereinfachung  des  Integrationsgeschäftes  oder  lässt  doch 
wenigstens  leichter  entscheiden,  ob  die  vorgelegte  Gleichung  der 
Mo  nge-Amp^re  sehen  oder  auch  der  Darboux'schen  Classe  ange- 
hört »). 

In  die  erwähnte  Form  können  bekanntlich  die  Gleichungen  der 
Monge-Ampöre^schen  Classe  ohne  weiteres  übergeführt  werden,  wenn 
von  ihnen  eine  particuläre  Lösung  mit  drei  willkürlichen  Constanten 
bekannt  ist 

2. 

Die  Bonnet'sche  Methode  besteht  darin,  durch  wiederholte  Ein- 
führung neuer  unabhängigen  Yariabeln  aus  der  Gleichung 

(1)  Ar  +  2Bs+Ct  +  D'-'  0 

das  erste  und  dritte  Glied  der  linken  Seite  zum  Fortfall  zu  bringen. 
Dabei  kann  der  Coefficient  C  als  nicht  identisch  verschwindend  vor- 
ausgesetzt werden,  weil  sonst  die  Reduetion  nur  einen  einzigen  Schritt 
erforderte. 


1)  O.  Bonnet,  Memoire  snr  l*emploi  d'an  noaveaa  ByBtbme  de  variablei 
dnns  l'etnde  des  propridtes  des  surfaces  courbes.  Journal  de  Math^matiqnes, 
t.   V  (1869),  p.   153—266. 

2)  Für  die  der  letzteren  Classe   angehörenden  Gleichungen  von  der  Form 

s  =  /(ar,  y,  2,  ;>,  q) 

liefert  z.  B.  die  ihr  zuzuordnende  „Hilfsgleichung**  ein  sehr  einfaches  Merk- 
mal. —  Vgl.  E.  Gonrsat,  Le9ons  snr  Tint^gration  des  ^qsations  anx  de* 
riv^es  partielles  du  second  ordre,  t.  II  (189S),  p,  334, 
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Es  mögen  zunächst  an  Stelle  von  x^  y  die  neuen  unabhängigen 
Variabein  o,  y  eingefahrt  werden,  als  deren  Functionen  von  jetzt  au 
also  x,  2,  p,  q  zu  denken  sind.  "Werden  unter  dieser  Voraussetzung 
die  partiellen  Differentialquotienten  von  a;,  «,  p^  q  in  Bezug  auf  a,  y 
ausgeschrieben,  während  für  die  ursprüngliche  Annahme  die  Euler- 
schen  Abkürzungen  beibehalten  werden,  so  ergeben  sich  die  Glei- 
chungen 

dz  dx      dz  dx 


dp  f^     dx     dp  dx 


(2)  <l-«+'--.    --•• 


dq  ^^     dx      dq  dx 

8y  ""     "*"     3|y'     da  "^      8a 

Dift  EiBseUiing  der  hieraus  für  r  und  t  sich  ergebenden  Werte 

dp 

dy  dq  dx 

'"""      dx    ^        ^  "^  d^^  ^  d~y 
dy 

führt  die  Gleichung  (1)  in  die  folgende  über: 

/dp        \   .   ^      8a:    ,     ^  /dq  dx  /8«\*\    ^    ^  8«        ^ 

deren  Coefiicienten  nunmehr  Functionen  von  o  und  y  sind.  Jetzt 
werde  die  Wahl  der  Variabein  so  getroffen,  dass  in  der  transfor- 
mirten  Gleichung  der  Coefficient  von  s  verschwindet,  sodass  diese 
in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

vx 

Der  ersteren  wird  dadurch  genügt,  dass  f»r  g-  einer  der  beiden 
Werte  

(3»)  ^ ^ 

angenommen  wird,  der  gewählte  Wert  werde  durch  -      bezeichnet. 

2\* 


* 
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Alsdann  sind  die  vier  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung 

8a:^  1_ 
dl/  "*  m 


a) 


(3) 


b) 


c) 


^1+ 

-4y  + 

/>  = 

0 

dz 

pp 

dp 

dq 

dp 

dx 
da 

K-  =   GJ 


d) 

von  denen  c)  und  d)  aus  (2J  hervorgehen,  zur  vollständigen  Bestim- 
mung von  aj,  »,  p,  g  als  Functionen  von  a,  y  geeignet. 

Da  die  Gleichung  (3  b)  der  Integrabilitätsbedingung  im  allgemeinen 
nicht  genügt,  so  entspricht  sie  nicht  einer  endlichen  Gleichung 
zwischen  p,  q  und  a,  i/.    Bedeutet  aber 

w(«i  y)  =  «ö 

eine  willkürliche  Function  der  Argumente  «,  y,  so  ist  es  stets  mög- 
lich, p  und  q  durch  co,  sowie  den  in  Bezug  auf  i/  genommenen  Dif- 
ferentialquotienten 

doj 

wie  folgt,  darzustellen: 

p  =/'(o),  cd')    q^  g{(0,  co') 

und  die  Functionen  /*,  g  so  zu  wählen,  dass  sie,  fürp  und  ^  in  (3  b) 
eingesetzt,  diese  Gleichung  zu  einer  identischen  machen. 

Hierauf  ergiebt  sich  aus  (3  a)  und  (3  c) 

X    «=»     Ä(w,    (»') 

und  ein  ähnlicher  Ausdruck  für  z.  Die  Substitution  aller  dieser 
Werte  in  (3d)  führt  sodann  zu  folgender  Gleichung: 

^^^  \da)  '   dy  +  acö'  •   cy^  )  [da  +  da)  '   da  +  da)'    '   da  dy) 

"*~  a«  "^  äo)  •  da  "^  ac;/  •  a«  dy 

\d<o  '   ay+  a«'   •   dy^J  \öa+  ao)  •   a«  +  Sw'  'Sa  v 

=  0 
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welche  offenbar  linear  in  Bezug  auf  k^«*  k — ?r  ist.    Hiermit  ist  die 

Gleichung  (1)  auf  eine  andere  reducirt,  welche  nur  zwei  von  den 
partiellen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  enthält. 

3. 

Indem  in  der  Gleichung  (4)  au  die  Stelle  der  Variabein  a,  y, 
odie  gebräuchlichen  a;,  y,  z  treten,  erhält  sie  die  Gestalt: 

(4*)  2/S's  +  T«+i7  =- 0 

wo  S,  T,  U  Functionen  von  aj,  y,  «,  p,  q  sind  und  S  als  nicht  iden- 
tisch verschwindend  vorausgesetzt  werde '). 

Die  Einführung  der  neuen  unabhängigen  Yariabeln  x,  a  führt 
zu  Gleichungen,  welche  den  obigen,  mit  (2)  bezeichnete^,  an^og 
sind.    Aus  ihnen  ergiebt  sich  der  Wert 

dx 

dx 
dessen  Einsetzung  die  Gleichung  (4*)  in 

überführt.  Die  Forderung,  «  so  zu  wählen,  dass  in  (5)  der  Coef- 
ficient  von  s  verschwinde,  zerfällt  letztere  wieder  in  die  beiden 
Gleichungen : 

ox 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  y,  z,  p,  q  als  Functionen  von  x,  a: 

d' '°°  as 


a) 


(6) 


•»     %  +  rs-' 

dz  ,      öy 


IX 


^^  da "+"  dx  da       3«  dx 


\)  Diese  Voraussetaung   wird  bei    Benut»wng   der  (Sleichungjen  («)  tlber- 
flQisig. 
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Aus  (6  b)  folgt  sofort  ohne  Intogrationsprocesse 

82" 


-  K».  i) 


Wird  dieser  Wert  in  a)  und  c)  eingesetzt  nnd  werden  darauf  y  und 

z  als  Functionen  von  (/,  g^,  x^  a  bestimmt ,   so  liefert  d)  eine  Glei- 
chung 

welche  von  Differentialqnotienten  zweiter  Ordnung  nur  -r—k-  ,   nnd 
diesen  linear,  enthält    Sie  ist  die  gewtlnschte   reducirte  Gleichang. 

Es  ist  zu  beachten ,  dass  die  Yariabeln  auch  auf  andere  Weise 
vertauscht  worden  können,  dass  namentlich  auch  im  Verlaufe  der 
Rechnung  durch  Einführung  neuer  Yariabeln  Vereinfachungen  mög- 
lich sind  und  es  so  bewirkt  werden  kann,  dass  die  bei  den  Zwischen- 
integrationen  auftretenden  willkürlichen  Functionen  ausser  Betracht 
bleiben  dürfen. 

Dass  übrigens  die  Integration  der  Gleichung  (7)  die  der  Glei- 
chung (1),  und  zwar  ohne  weitere  Integrationen,  nach  sich  zieht, 
zeigt  eine  einfache  Ueberlegung. 


4. 

Beispiel. 
Für  die  Differentialgleichung 

(A)  pqr  +  (p^-hQ)^'-\-P^  —  2g  —  0 

ist 

1  Tl 

Von  den  beiden  Werten  -.  -  des  Ausdruckes  (3*)   werde  zur  Re- 

p    q 

duction  der  erste  gewählt,  es  werde  also 
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m  ^  p 

gesetzt.    Die  der  Gleichung  (3  b)  entsprechende  Relation 


Bp 
By~ 

2a 

=  0 

den  Ansatz 

.    « 

=  fi> 

den 

dy 
wo 

CD  =  a)(y,  a) 

eine  willkürliche  Function  ihrer  Argumente  bezeichnet,  und  es  folgt 

weiter: 

dx       dlogo)      dz       /  ^\^ 

VdyJ 
also,  bei  Nichtberücksichtigung  willkürlicher  Functionen  von  a: 


x^\0ga>,    z^    j    /^\  dy 


Hiernach  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  od  die  lineare  Gleichung 

(/da)\^       dco\    d^(o        da  d^(o        /doAz  do) 

oder,  in  anderer  Bezeichnung: 

(B)  (zq^l)s  +  ^^t  +  pq'=0 

Nunmehr  ist 

S g— ,         T--,      U-^pq^ 

also  folgt 

zq — 1  dq 

P- ^  Bx 

dy  1    dq  dp  z    dq 

dx  q^  dx  dv  q  dx 

und  weiter: 


Osler:  Reduction  einer  Claste  partieller  eic 

Für  q  resultirt  schliesslich  die  Gleichung 

"T  ^2        1   a^  a^  '^  ^ 


Sa;  8a  ^^  g^  —  q  dx  da 
oder,  in  der  üblichen  Bezeichnung: 

Sterkrpde,  April  1899. 
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1. 

Usnng  der  diopkantisetaöB  Gleiehungr 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  in  der  Gleichung 

axy  +  Ärr  +  ^y  4-^  •=  0  (1) 

die  Coefficienten  a,  d,  c,  d  gauze  Zahlen  sind  und  keinen  gemein- 
samen Teiler  haben.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  mit  a  und  ad- 
dirt  auf  beiden  Seiten  bc^    so  kann. man  die  Gleichung  in  folgende 

umformen: 

(ax-^c^iay-^-b)  ^=  bc -^  ad  (2) 

Zerlegt  man  nnn  die  Grösse  bc  —  ad  in  zwei  Factoren  P.  Q,  so 
wird  die  Gleichung  (2)  identisch  erfüllt,  wenn  gesetzt  wird 

ax+c^F-,     a;  — — ^      i 

(3) 
Q  —  b  I 

ay  +  b^  Q;    y  = —^    J 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  mit  a  multiplicirte  Gleichung  (1)  ein, 
80  erhält  man  die  identische  Gleichung 

(P— c)(Q-Ä)+ft(P— c)  +  (j(Q-*)+örf-=0  (4) 

wobei  also 

P .  Q  'om  bc^ad  =  D    ist. 

Aus  jeder  Zerlegung  erhält  man  ein  Wurzelpaar. 
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Sollen  aber  die  Warzeln  ganze  Zahlen  sein,  so  sind  die- 
jenigen Factorenpaare  auszuwählen ,  für  welche  die  Gongruenzen 
gelten 

P=omoAa    j 

Q^b  mod  a    ) 
Im  allgemeinen  gilt  für  zwei  beliebige  Factoren  P»  und  Qi 

Pi .  Qi  ^  D^bc  mod  a 
Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 

Fi  ^  c  mod  a 
Qi  ^b-^-  ß  mod  a 

wobei  ß  <Ca  vorauszusetzen  ist,  so  ist 

/.  Qi  ^  c{b-\-  ß)  ^  bc  mod  a 
also  cß=0  mod  a 

Da  /3  nicht  durch  a  teilbar  ist,  so  muss  entweder  c  durch  a 
teilbar  oder  ß  ^  0  sein. 

Aehnliches  gilt,  wenn 

P^  =  c  +  y 

angenommen  wird. 

Hieraus  geht  hervor:  Gentigt  ein  Factor  der  Congruenz  (5),  so 
genügt  auch  der  andere  Factor,  wenn  nicht  der  dem  ersten  Factor 
congruente  Coefficient  durch  a  teilbar  ist., 

Ist  aber  einer  der  Coefficienten  c  oder  b  durch  a  teilbar ,  so 
muss  auch,  wie  aus  (5)  hervorgeht,  der  entsprechende  Factor  P 
oder  Q  durch  a  teilbar  sein,  ebenso  die  Grösse  D.  Zerlegt  man  D 
so,  dass  ein  Factor  den  Teiler  a  enthält,  und  genügt  der  [andere 
Factor  der  Congruenz  (5),  so  liefern  die  beiden  Factoren  ein  ganz- 
zahliges Wurzelpaar. 

1.  Beispiel.    Die  Gleichung  sei 

27:1:2^  —  45 «  +  17y  -  87  «  0 
Es  ist 

D  =  -.  45  .  17  +  87  .  27  «=  9(3  .  87  —  5  .  17) 

«      2*  .  3«  .  11 
Nun  ist 

P  =  2« .  11  =  17  mod  27 
Es  muss  daher 

Q  ■=  2*  .  3*  sein,  und  somit 
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44-17       , 

27  ^ 


36+45 

y  — 

2.  Beispiel. 


y — 2r"  =  ^ 


5a-y+Uaj  — 25y-|-32  —  0 

2>  -  —  14  .  25  —  5  .  32  ^ 5  .  2  .  3  .  47 

Hier  ist  für 

p—  —  5.3        Q  =  2  .  17  =  14  mod  5 


Also 


-15  +  25       .. 


J4  +  14       ^ 


Ist   a  —  1 ,  so  giebt  jede  Zerlegung   ein   ganzzahliges  Warzelpaar, 
weil  der  Gongruenz  (5)  immer  genügt  wird. 

Ist  a  «  1,   rf  =  0,   so  kann  die  Gleichung  (1)  umgeformt  wer- 
den in 

'   X    '    y 

und  die  identische  Gleichung,  die  der  Lösung  dient,  wird 

wobei 

P ,  Q  —  hc 

ist.    Setzt  man  hier  ferner 

so  erhält  man  als  diophantische  Gleichung 

W-'\  (6) 

^      y      f 
und  die  entsprechende  identische  Gleichung  wird 

1    .  . 


P-\-f^  Q.-\-f      f 
wobei 
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Die  Gleichung  (6),  die  man  als  Gleichung  der  harmonischen 
Teilung  bezeichnen  kann  und  die  iu  der  Optik  eine  Rolle  spielt,  ist 
schon  früher  behandelt  und  gelöst.  (S.  Schilling,  lieber  die  optische 
Formel 

a^  b        f 

als  diophantische  Gleichung.  Hoffmann'sche  Zeitschrift  XXII,  Heft  7). 

September  1899. 

Prof.  Dr.  Züge. 


2. 

DefinitiTe  Sebeidangjder  pythagoreischen  and  niehtpythagoreiselieD 

Zahlen. 

Zum  Artikel  p.  128  war  ich  dadurch  veranlasst,  dass  ich  den 

Satz  (1):  „Jede  Primzahl  von  der  Form  4n-|-l  ist  eine  Summe 
von  2  Quadraten"  — 


5V 


nur  als  einzelnen  ohne  seine  Folgerungen  und  dadurch  hervorge- 
rufenen Fragen  aufgestellt  gefunden  habe.  Es  ergab  sich  leicht  zu- 
nächst der 

Satz  (2):   „Jede  ganze  Zahl,  die  keinen  Factor  von  der  Form 
471  —  I  hat,  ist  eine  Summe  von  2  Quadraten.^^  — ; 

Ueber  die  Zahlen,   welche  hierin   nicht  einbegriffen  sind,  fehlt 
noch  das  Urteil  und  soll  im  Folgenden  ermittelt  werden. 

Sei  p  ein  ungerader  Prim-Factor  von  a;*+y*.    Dann  ist 

a;*  ^  —  y*  (mod,  p) 
folglich 

a:P-l^  (—1)  yP-^  (mod.  p) 

Ist  nun  p    mit  r,  also   auch  mit  y   relativ   prim,   so   ist  nach  dem 
Fermat'schen  Satze 

jcP-i  ^yf'^  ^  1  (mod.  p) 

daher 

p-1 


2 

(-1) 


das  heisst: 


Miscellen.  333 

p  «=*  4w  -f-  1 

Demnach  kann  a  =  a^+y*  keinen  Primfactor  von  der  Form  4»— 1 
enthalten. 

Haben  aber  x  and  y  einen  Factor  q  gemein,  so  kann  man 

setzen,  nnd  die  genannte  Eigenschaft  von  ^  gilt*  für  z\  Es  bleibt 
also  möglich,  aber  ohne  Einflnss  auf  z\  dass  z  eine  gerade  Potenz 
von  4w  —  1  zum  Factor  hat.    Für  alle  Fälle  gilt  daher  der 

Satz  (3):  „Jede  Zahl  ist  eine  Summe  von  2  Quadraten  oder 
„nicht,  je  nachdem  sie  keinen  oder  irgend  einen  Factor  von  der 
„Form  4n  —  1  in  ungerader  Potenz  hat*  R.  Hoppe. 


3. 
Die  Zasammensetzang  lebendiger  Kräfte. 

E.  Dühring  sagt  in  seiner  „Kritischen  Geschichte  der  allg.  Prin- 
zipien der  Mechanik"  (2.  Aufl.  S.  153)  „Die  Aufgabe  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  kann  in  einem  sehr  allgemeinen  Sinne  gefasst 
werden,  der  weit  über  die  Vorstellungen  hinausführt,  die  sich  an 
das  Parallelogrammgesetz  zu  knüpfen  pflegen.  Indessen  der  wich- 
tigste Schritt  mnss  noch  weiter  tragen  und  sogar  die  Zusammen- 
setzung der  lebendigen  Kräfte  als  eine  analoge  Grundform  der  Ver- 
einigung dynamischer  Wirkungen  erkennen  lassen." 

Dühring  begnügt  sich  mit  diesem  Hinweis.  Das  Folgende  ist 
ein  Versuch,  diese  Aufgabe  zu  lösen. 

Denkt  man  sich  im  homogenen  Mittel  einen  Kubus  abgegrenzt, 
so  kann  dieser  als  der  Repräsentant  einer  Centralkraft  gelten. 

Durch  drei  aufeinander  rechtwinklige,  zu  den  Würfelseiten 
parallele  und  durch  das  Centrum  gelegte  Ebenen  werde  dieser  Kubus 
in  acht  congruente  Kuben  zerlegt,  deren  Seite  =  v  sei.  Es  ist  dann 
Sv^  der  Ausdruck  für  die  Gesamtkraft.  Reducirt  man  diese  auf  die 
vom  Gentrum  durch  die  Seitenmitte  gehenden  Resultanten,  um  freie 
Kräfte  zu  erhalten,  von  denen  6  die  Gesamtkraft  bilden,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  centrale  Teilkraft  fv*  «-  Ijv* 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich 
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4  df»  ,  - 
-  —  CK  4  t;* 
3  dv 

Mit  Rücksicht  auf  dynamische  Wirkung  und  Gegenwirkung  ist  za 
setzen 

wobei  ^  Aosdrücke  rechts  den  Quadraten  der  Katheten  eines  recht- 
winkligen Dreied»  entspreehen^  dMmum  Hypotenuse  =?  20  ist 

Man  kann  nun  setzen 

4v«cos«^  «  2t;«(2+cosi3j*) 

4t;«siQ«^  =  2v''(l-cosj3) 

ß  h 

oder  für  i?,  «  2«;  cos  ^  und  R^  -=  2i;sin- 

Setzt  man  nun 

2t;*  «  «^i*+»2*    'lo^^    VjVjCCS«  «  t;*c08/? 

.  cos/? 

so  ist  für «  hl 

cos  a 

wobei  Ä;  <1  1 ,  d.  h.  of  >  j3  ist,  denn  w*  >  W|  Vg     Es  ist  nun 
folglich  durch  Einsetzung  in  die  Formel 

oder    V  -^ 2^1*^2  +  «^*  ^  «'^(l  —  ^*) 

woraus  folgt  v 


*)  Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  für   a  =  90^,  d.  i.    unter  der  Ver- 
anssetzuDg  des  dynamischen  Maximums,  für  welches 

sin  ^  =  cos  2    ist : 


Av^  ^cos«  ^  -1  j  =  t;2  (1  +  V2) 


Setzt  man  für  v  den  Wert   der  grOssten  Fallgeschwindigkeit  von  llOOOSec- 
^itr.  ein,  so  erhält  man  den  Wert  der  Lichtgeschwindigkeit. 
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und  

und  daher  nach  der  Voraussetzung 

Mit  Bezug  hierauf  ergeben  sich  die  allgemeinen  Formeln  des 
Paralielogrammgesetzes  f<ir  Wirkung  (Combination)  und  Gegen- 
wirkung (Compensatiou) 

^1* '='«'i*+V  +  2vit>2COsa.    . (1) 

-Rg*  ■=  «^i*+V2*^~2t?,ty2C08a (2) 

Setzt  man  nun  iveiter 

R^  »  »it7j*    und    i?2*  «=  wivj* 
SO  ist  

»j  [Vw»  ~  1  +  COS*«  —  cos  Of]  =  ^2 


«'»[Vwi  —  l  +  cos^a-!-cosof]  =  üj 


und 

Vj  ^2  [w*  — 

(sin*« + cos*«)]  — 

«1^2 

daher 
oder 

m  =» 

2, 

woraus  folgt 

•  •> 

«  2V|V2C0S« 
«=»  Vi  »2  COS  « 

Dies  ist  die  Differenz  zweier  lebendigen  Kräfte  als  Arbeit  ausge» 
druckt.  Somit  ist  die  vorgenommene  Aufgabe  gelöst.  Diese  dyna- 
mische Formel  wird  zur  kubischen  für  «  «  0.    Man  erhält  dadurch 

woraus  folgt  für  t?2  «=  1 

V,  =r2(V2-|-l) 
und  für  rri  =  l 

v^^v^O/^  -  1) 
Es  entspricht  also  -    der  cotang  22^^30' 

und    -    der  cotang  22^  30' 

V 

entspricht     Dies  ist  angenähert  der  Winkel  der  Ekliptik. 

Eine  weitere  Interpolation  der  Gleichung  soll  hier  unterbleiben. 
Die  Differenz  der  Grundgleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt 

i?,*  -i?2*  •=■  4vit;2COS« 

Femer  ist 
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Setzt  man  nun 

2  Vi  VoSina 
— — —  =  COSO) 

y  (vi  * + V)*  ~  4  «1 « V  cos«« 
so  ergiebt  sich  die  Resaltantengleichnng 

ijj»  —  Jf2g8  «  2i2iÄ2Cotga  .  COS9 

welche  der  Verfasser  bereits  direct  aas  dem  Kräfteparallelogramm 
mit  Benutzang  der  graphischen  Methode  und  dann  auch  durch  An- 
wendung der  Tangens-Functionen  des  doppelten  bzhw.  des  halben^ 
Winkels  und  des  sog.  separirten  Tangentensatzes  entwickelt  hat, 
woraus  sich  ergab,  dass  cp  dem  Complement  des  Resultantenwinkels 
als  der  sog.  Gompensationswinkel  entspricht 

Es  hat  aber  sos  q>  die  Bedeutung  des  dem  Eräftesystem  zukom- 
menden Wirkungsgrades,  bzhw.  der  bei  Wechsel maschinen  auftreten- 
den sogenannten  Leitungsfactoren. 

Auch  diese  Gleichung  ist  hier  nicht  weiter  zu  interpretiren. 

Schwartze. 


Reinhold  Hoppe  f. 


Während  der  Drucklegung  dieses  Heftes  verschied 
nach  nur  kurzer  Krankheit  im  vierundachtzigsten 
Lebensjahre  am  7.  Juni  1900  Professor  Dr.  Reinhold 
Hoppe,  Redacteur  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik  seit  1873,  wo  er  der  Nachfolger  des  Gründers 
desselben  J.  A.  Grunert  wurde.  Das  universelle 
mathematische,  philosophische  und  sprachliche  Wissen, 
das  den  Yerstorbenen  vor  den  meisten  seiner  Fach- 
genossen auszeichnete,  hat  er  in  den  27  Jahren,  wäh- 
rend deren  ihm  die  Leitung  des  Archivs  oblag,  voll 
und  ganz  in  den  Dienst  dieser  Thätigkeit  gestellt,  die 
den  Hauptinhalt  der  letzten  Periode  seines  Lebens 
bildete.  Eine  ausführliche  Schilderung  seines  Lebons- 
ganges  und  seiner  Persönlichkeit,  sowie  eine  Würdi- 
gung seiner  wissenschaftlichen  Leistungen  soll  den 
nächsten  Band  des  Archivs  eröffnen. 

Der  gegenwärtige  Band  schliesst  die  zweite  Reihe 
des  Archivs.  Mit  dem  ersten  Bande  der  dritten  Reihe 
geht  das  Archiv  in  den  Verlag  von  B.  G.  Teubner 
in  Leipzig  über.  Die  Redactionsgeschäfte  werden 
künftig  die  Herren  Geheimer  Regierungsrat  Professor 
Dr.  Lampe  in  Berlin,  Professor  Dr.  W.  Franz  Meyer 
in  Königsberg  i.  Pr.  und  Oberlehrer  Dr.  E.  Jahnke 
in  Berlin  gemeinschaftlich  führen. 
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Th^oreraes  fondamentaux  de  la  g^ora^trie 

sph^rique. 

Par 

V.  Sickstel. 

(Arch.  d.  Math,  u,  Phys.    2.  Beihe.    T.  XV.) 

(Fin.) 


Theitreme  33.  Uaire  du  triangle  sphirique  est  4gale  cm  produtt  de  J 
de  la  surface  sphenque  par  le  i'apport  de  Uexces  de  la  somme  de  ses  angles 
sur  2d  ä  2d  {^g.  30). 

Noas  citons  avec  quelque  Supplement  la  d^moustration  connne 
dans  la  science. 

D^finissons  d'abord  Taire  d'un  triaogle  isoc^le  dont  Tangle  aa 
sommet  est  moindre  qae  2d, 

Soit  A  ^BC  isoc^le  et  AB  -=»  AC\  soit  en  outre  ^  -4J5Cmoinder 
qae  ^  de  la  surface  sph^rique.  En  prolongeant  tous  les  c6t68  de  ce 
triangle  jusqu'  ä  la  seconde  intersection  (Dans  les  points  3f ,  D  et 
P)^  nous  trouverons  que  la  ligne  BC  dans  toute  son  §tendue  limite 
la  demi-spb^re  qui  se  compose  du  fpseau  CBMAy  du  C^ACP  et 
du  AilMP. 

Mais  A  ACP  =3  au  fuseau  BCPA  —  ^  ABC^ 
^AMP'-'  au  fuseau  AMDP—£s^  DMP 
ou  A  AMP  «  au  fuseau  ABDC—  A  ^BC 

car  les  fuseaux  opposes   sont  6gaux  entre  eux  et  le  ^  DMP  et  le 

Axch.d.  Math.  a.  Phys.    2.  Reihe,  T.  XYU.  S2 


388  Siektteh  Tkiorknfi  ife  la  giomitrie  »phirique. 

^  ABC  BODt  6gaux,  comme  triangles  isoc^les  ayant  des  angles 
ögaux  aux  sommets  (^4  et  D)  et  deux  cöt6s  ^gaux*)  qai  compren- 
DCDt  ces  angles,  ainsi  ils  sont  colncidents  dans  le  cas  de  la  super- 
position. 

Eü  marqaant  la  surface  de  la  Sphäre  enti^ro  par  S  et  les  aires 
des  fuseaux  d^termin^es  par  les  augles  da  triangle  donn^,  par  Q„ 
Qj  et  Qs,  noas  obtiendrons: 

iS=Q,  +  Q^  +  Q^-2^ABC 

d'oü 

^ABC'^^HQ.+  Q^  +  Q^-iS) (I) 

D'apr^s  le  th^oreme  5  qui  so  rapporte  k  la  circoDference  (pagc  420) 
il  est  facile  de  dedaire  que  Taire  de  chaque  faseaü  est  egale 
au  produit  de  la  surface  spheriqae  par  le  rapport  de 
so n  angle  k  4rietpar  suite  T^galit^  (I)  prendra  la  forme  suivante: 

/SA   ,   SB    ,   SC       ,    \        ^^fA  +  B-{-C       \ 


on  bicn 


,     /Ä+B4-C—'2d\ 
^,ABC^is{^^^^-^^ ) 


(II) 


£n  marquant  par  ^  Taire  da  triangle  sapplemcntairc  aa  triangle 
donne  jusqu*  ä  la  surface  sph6riqae  entiöro,  et  par  A\  B*  et  C 
lüs  angles  du  triangle  AS  i^oas  trouverons  uno  formule  pareille  ä 
la  pr6c<5dente. 


A 


,  /A'  +  B'  +  C^^2d. 

-^''\        2dr      ) 


Pour  d^montrer  le  th^oreme  consid6r6  dans  le  cas  oü  le  triangle 
donne  u-est  pas  isocölc,  61evons  aux  c6t6s  de  ce  triangle  —  sur  leurs 
milieux  =  les  perpendiculaires  XO  et  YO  (fig.  31  et  32),  et,  joig- 
nant  le  point  de  leur  iutersection  aux  sommets  du  triangle  donne, 
nous  obtiendrons  trois  triangles  isocdios,  dont  la  somme  alg^briqae 
est  6gale  au  triangle  donn6. 

La  consid^ration  des  figures  am^nera  ä  la  formule  (II). 
En  effct: 

A  ABC  ^  A  AOB  +  /:S  BOC  ±AAOC 

Sur  les  deux  tigures: 


*)  AB  =  \  —  Bü,  DP=i\^  BD,    par  cons^qiicnt    AB  z=z  DP\    de  la 
lufime  mani^re  nuBs  trouverons  qne  AC  est  missi  =  Dht, 


SicksUi:  Th€t}rhne8  de  1a  giom^ttie  iph&üjui,  Q^Q 

Sur  la  figure  31: 


.    ij    ;».! 


Sar  la  figure  82: 

D'aprds  cela  sur  la  figure  31: 

Sur  la  figure  32: 

^  ABC  ^  j,  (('4-«.)+(c.-c.)-H^+^  _,^ 
DU  bien: 

« 

C'est  ainsi  qae  trouve  sa  raison  d'etre  le  th^ordmo  33  poar  cbaque 
triangle  pris  dans  les  eonditions  ci-dessus. 

Prouvons  maintenant  la  v6rit6  du  tli^or^me  33  dans  les  cas  oü 
lo  triangle  est  plus  grand  que  ^  de  la  surface  sph6riqne  et  oü  Vjxn 
de  scs  angles  est  plus  grand  que  2d. 

1)  Soit  le  ^  AB  MC  (fig.  33)  plus  grand  que  i  de  la  surface 
sph^rique.  En  menant  par  B  et  C  une  ligne  g6om6trique  enti^re  uous 
trou  Verona: 

A  ABMC  ^  A  ABC+iS  ^  iS  (^+^'  t/'^^'O  "^^^ 

oü    Bi  et  Cj  sont  les  angles  du  A  ABC. 
Ou  bien 

oa  bien 

22* 


340  Sichtiel:  Thiorhmtt  de  ta  gtomitrie  sphiripte. 

oü  A,  ß  et  C  sont  les  angles  du  triangle  donne  ABMC. 

2)  Prenons  Cs  PNCM  (fig.  33)  qui  est  moindre  que  i  5  et  dans 
lequel  Z:  P  >  2  c?. 

^  NPM  est  sappl^mentaire  au  triaogle  donn^  jusqa'  &  i;S  et 
de  \ä  chacun  de  Res  angles  est  moindre  que  2d, 

Alors 

oü  les  angles  1\^  N^  et  M^  sont  les  angles  des  triangle  supplemen- 
taire  NPM, 

Ensaite 

A  PNCM  =  is  K^'^-P.)+(2^-y(2.^^.)::-A^j 

on  bien: 

APNCM  =  isp:^f-^\ 

OÜ  P,  N  et  M  —  sont  les  angles  da  triangle  donn^. 

Ainsi  le  th^or^me  33  est  vrai  poar  chaqae  triangle. 

L'exc^s  de  la  somme  des  angles  da  triangle  sar  2d  noas  appel- 
lerons,  comme  il  est  admis,  excds  sph^rique. 

La  formale  II  vraie  pour  chaqoe  triangle,  noas  am^ne  anx  cou- 
clusions  saivantes. 

1)  La  somme  des  angles  de  chaque  triangle  spb^rique  est  plas 
grande  que  2d. 

2)  La  somme  des  angles  du  triangle  spberiqae  est  toujonrs  plus 
petite  que  10  d:  en  Tadmettant  6gale  ä  10  c/.  nous  trouverons  Taire 
du  triangle  6gale  ä  S,  ce  qui  est  impossible. 

3)  La  somme  des  angles  du  triangle  spb^rique  peut  etre  plus 
grando  ou  plus  petite  que  6d^  mais  ne  peut  pas  etre  ^gale  ä6r/, 
car,  dans  le  dernier  cas,  Taire  du  triangle  est  6gale  ä  ^/S,  et  cela 
ue  peut  pas  Stre  admis  d'aprös  ce  qui  suit: 

En  admcttant  que  le  A  -<4^C  (fig.  34)  est  equivalent  ä  la  j  de 
la  surface  spb^rique,  nous  trouverons  au  moyen  de  la  superposition 
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de  ces  fißures  que  le  ^  DBC  est  equivaiont  au  fnscaa  AB*D(f, 
Mais  BD  <  ABD,  par  cons6queut:  BD  <  AB' D, 

£fismte :  ABC  est  plus  petite  qu'  ane  ligne  g^ometrique  enti^re 
et  AD  =  i,  cons^qaemmeot:  DC  <C  AD.    C'ost  poarqaoi,  proiiant 

DB'  =  BD    et    DC  ==  DC 

nous  trouverons  en  joiguant  les  poiuts  C*  et  -ö'  que  le  /\,  BDC  et 
le  /^  B'D'C  peuvent  etro  amen^s  k  la  coiucideuce  et  cousequem- 
ment  le  A  BDC  ^  A  B'C*D'  =  au  fuseau  AB'DC\  ce  qui  est 
absurde. 

4)  Les  triangles  sont  equivalents  quaud  les  sommes  de  leurs 
aogles  sont  Egales. 

5)  £u  divisant  les  deux  parties  de  Tegalite  (II)  par  S  nous 
obtiendions: 

oü  le  C^  ABC  est  marquc  par  le  signe  A- 

D'ici  Dons  voyons  que  si  l'aire  du  triangle  est  infioimeut  petite, 
(A'\-B'\-C)  diff^re  infinimeut  peu  de  2rf.  — 

6)  L'aire  du  triangle  est  directemeut  proportiouuelle  k  l'exc^s 
8ph6rique,  et  par  suite,  le  rapport  des  aires  de  deux  triangles  est 
^gal  au  rapport  de  leurs  exc^s  sph6riqoes. 

7)  Si  dans  un  polygone  dont  le  nombre  des  c6tes  est  egal  ä  n 
nous  menons  toutes  les  diagonales  d^un  sommet,  le  polygone  sera 
divis6  en  triangles  dont  le  nombre  sera  {n — 2).  £n  calculant  les 
aires  de  ces  triangles  et  en  faisant  la  somme  des  nombres  obteuus 
nous  trouverons  l'airo  du  polygone: 

^-^n — ^   ) 

oü  E  est  la  somme  des  angles  du  polygone. 

8)  Prenons  un  triangle  dont  chaque  angle  est  moindre  que  2d 
et  par  cons^quent  chaque  c6t6  est  moindre  que  i,  d^crivons  du 
sommet  de  ce  triangle  les  arcs  d'un  rayon  egal  k  \,  Les  arcs 
formeront  en  se  coupant  un  triangle  qu'il  est  admis  k  nommer 
triangle  polaire  du  triangle  donn^,  tandis  que  les  sommets  du 
triangle  donn6  s'appellent  p6les  des  cöt^s  du  nouvean  triangle  dont 
ils  repr^sentaient  les  centres.  II  est  evident  que  les  sommets  du 
triangle  polaire  sont  les  pdle3  des  cöt^s   dq  triangle  donn^;    c'est 
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poarqooi  le  triangle  donn6  et  celui  qui   lui  ost  polaire  s^appoUent 
r^ciproqaement  polaires. 

Noas  saYons  anssi  que  dans  los  trian'vles  reeiproquement  polaires 
chaque  angle  de  Tun  avcc  nu  cgtö  de  Tautre  döcrit  du  somroet  de 
cet  angle,  donnent  la  somme  de  180^. 

Eq  marquant  ies  angles  et  les  cöt6s  du  triangle  donnö  par  A. 
/?,  C,  a  6,  c  et  les  angles  et  les  c6t6s  du  triaugle  qui  lui  est  po- 
laire par  Ä\  B\  C,  a\  Vj  c\  uous  trouverous: 

1)  ^'-j-i^'+C'  +  a+Ä  +  c  —  6rf  et 

2)  A'\-B-\'C'\-a+h'-\-o'=^d 

£n  suppusant  mainteuaut  a^  h  Qi  e  infinimeuts  petits,  nous  auroDs 

limU'  +  Ä'  +  6'j  ^iSd 

En  marquaut  l'aire  du  triangle  polaire  du  triaugle  douue  par  A'i 
nous  avous  eueore: 

.^       SfA'-\-B'+C--U\      ^,  ^     ,.      ^,        s 
^=4"(.  Jd >     ^^^    l^'n^'^ä 

Mais  j/S  ne  peut  etre  admise  que  comme  Tairo  d'uu  triangle 
dont  chaque  augle  est  6gal  ä  2  d  et  la  somme  des  cötes  egale  ä  ^d. 
C'est  pourquoi  dans  le  cas  donu^ 

a'  +  e^'  +  c'  «  4d 
et  par  cons6quent 

A+B+C^  2d 
Done, 

si  les  cötös  du  triangle  sont  infinimont  petits,  la  somme  de  ses 
angles  difföre  iufiuimeut  peu  de  '2d. 

Un  pareil  triangle  peut  etre  evidemmeut  pris  pour  celui  d'Eu- 
clide. 

L'aire  de  ce  triangle  est  infiniment  petite. 

En  prenant  en  cousid6ration  qu'  une  ligue  g^ometrique  d'une 
loDgueur  infiniment  petite  peut  etre  compl^tement  d^fiuie  par  deux 
points  quelconques  pris  sur  elles  on  doit  conclure  quo  la  gdom^trie 
des  figures  infiniment  petites  sur  la  surface  sph^rique  est  la  g^o- 
m^trio  d'Euclide. 

II  en  suit  encore  que  la  trigonom^trie  rectüigne  peut  ßtre  ap- 
pliquee  avec  succ^*«  sur  la  surface  spli^rique  aux  figures  iBfinimeflt 
petites. 
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9)  Si  dans  uq  carr6  dcux  c6tes  opposes  sout  egaux  eutre  eux  et 
perpendiculaircs  au  troisi^mo  qui  est  iiiiHimeat  potit,  les  dcux 
autres  angles  de  co  carr6  soot  egaux  eutre  enx,  diff^reiit  iutiuimeHt 
peu  des  angles  droits,  et  Taire  du  carre  est  iufiuimeut  petite 
(fig.  35). 

Soit  dans  le  carr^ 

BMNC-  Z.  B^  ^C  -=  d,      BM  ^  CN    et     BC  « 
rinfiult^simo. 

Ku  prolougeant  les  cotes  BM  et  CN  jusqu*  ä  rintersectiou, 
uons  obtieudrons  /\  ABC\  dans  1(  qnei  les  augles  B  et  C  sout  droits 
et  ZI  -rl  =  l'iufininieut  petit. 


Alors: 


S 


rinliuiment  petit. 


D'ici  le  carr6  BMNC  =  Tinfiniraent  petit, 
£usuite:  le  carre 


BMNC 


'""4  V      2.^    / 


riufinimeut  petit. 


cunsequemment: 

B4-C^-i^f+i\^~4fi  —  Pinfinimont  petit 

QU  bien: 

M'\-N^^d  =  rinfiniment  petit. 

Mais  les  angles  M  et  N  sont  6gaux  eutro  cux,  conime  augles 
snppldmeutaires  jusqu'  ä  2«i  aux  augles  k  la  baso  daus  le  A  isoc^le 
AMN^  et  ainsi  uous  obtenons  de  la  derui^re  egalite: 


23/— 2d  =-  2iV  — 2ei 
ou  bien 


rininfiuiment  petit 


M—d 


N—d 


riufiniment  petit. 


L'ögalite  des  triangles. 

Kous  avons  d^jä  eu  recourß  aux   ^^\\%  cas  sqivauts  de  Togalit«^ 
des  triangles; 
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Tkiorkne  34,  1)  Les  triangles  sont  igaux^  quand  ils  orU  deux  cdtis 
igaux  ckacun  a  chacuriy  un  angle  igal  compris  enire  ces  coteSy  ei  les  elemenU 
domids  sont  disposfy  de  la  mime  mamere  dans  les  deux  triangles, 

TMorhne  35,  Les  tnangles  htmt  egnux  quand  ils  ont  un  cote  egal  et 
deux  angles  qui  lui  sont  adjacents  ^,gaux  chacun  ä  chacun,  et  la  disposttion 
des  Clements  donn€s  est  la  meme  dans  les  deux  tiiangles, 

L'dgalit^  des  triangles  a  6U  pronvde  dans  ces  cas  an  moyen  de 
la  snperpositioQ,  ea  faisant  glisser  Tan  d'eux  sur  la  surface.  Noas 
avoDS  ea  recoars  aa  premier  de  ces  cas  en  d^moutraiit,  par  exem- 
ple,  le  th^or^me  13  et  aa  second,  poar  demontrer  le  tb^or^me  20. 

D^montrons  eocore  les  deux  cas  saivants  de  l'egalite  des  tii- 
aDgles: 

Theoreme  36.  Les  triangles  simt  ^gaux  lorsque  les  irois  cotes  sont 
igaux  chacun  a  chacun  et  la  disposition  deji  ilementf  d*mn€g  est  la  meme 
dans  les  deux  triangles.     (fig.  36). 

II  est  doDQ^: 
^ABC  etl^Ä'B'C'',    AB^A'B',    BC^B'Ci    AC  =  A'C 

Remarqae.  II  est  Evident  qa^on  ne  peut  dciuontrer  ce  theo- 
röme  qae  dans  le  cas  oü  la  somme  des  aires  dos  triaugles  doon^s 
est  plus  grande  ou  plas  petite  qae  la  surface  spherique  enti^re. 

La  d^monstration  qae  noas  donne  Eaclide  poar  les  triangles 
rectilignes  dans  les  memes  conditioos,  peat  etre  appliqaie  avec  succes 
sar  la  sarface  sph^riqae. 

R6p^tons  cette  dömonstration. 

En  sapposant  qae  ^  A  ^  ^A'  noas  troaverons  que  A-^'-ö'^ 

tant  saperpos^  sur  A  ^BC  ne  peut  prendre  qu'une  des  positions 
suivantes  desavantageuses  pour  notre  but:  1)  ABC'  et  2)  ABC". 

Dans  le  premier  cas: 

^AC  C^  ^  ACC  et  Z.  BC'C  =  ZI  BCC 

Mais  ces  ^galit^s  ne  peuvent  pas  exister  ensemble:  la  seconde  s'obtient 
de  la  premi^re  en  augmentant  une  partie  de  la  premiere  egalit^  et  en 
diminuant  l'autre;  mais  comme  les  egalit^s  existent  par  suite  de 
Ift  snpposition,  cette  supposition  est  absurde. 

Dans  le  second  cas: 


et  par  consequent 
mais  en  outre 


Sicksiel:   Thiorhnes  de  la  g€om€trie  sph€rique,  345 

Z.  AC"C  —  Z.  ACC" 
ZMC'C'--  Z  NCC" 
Z,  BC"C  —  Z  BCC" 


Les  deux  derni^res  dgalit^s   ue  peuvent  non  plus  exister    en  mSme 
temps,  et  par  cons^quent  la  supposition  est  de  nouveau  absurde. 

On  voit  d'aprös  cela  que  Z  A  est  n^cessairemeot  dgal  k  Z  A\ 
douc  les  triangles  sont  dgaux  (theor^me  34.) 

II  faut  ajouter  que  ^  A'B'C*  ne  peut  oceuper  etant  superpos6 
la  Position  AC^  B  (fig.  37)  parce  qu'alors  il  viondrait  que  les  tri- 
aogles  BCC\  et  ACC^  sont  isoceles  et  par  cons^quent  les  lignes 
g^omctriques  ^O  et  SO  qui  di Visen t  les  bases  de  ces  triangles  en  deux 
parties  Egales  et  qui  partent  des  sommets  opposes  aux  bases  forme- 
raient  une  ligne  geomdtrique  non  interrompue ,  d'oü  nous  conclurions 
que 

AOB  =-  AB  ^\, 
CO  qui  est  impossible. 

Theoreme  lil.     {Le  4^^^    cas  de  CegaliU  des  triangles) 

Les  triangles  sont  igaux  Im'sque  tous  les  angles  de  Vun  sont  egaux 
chacun  ä  chacun  aux  angles  de  Cautre  et  la  disposition  des  Clements  donnes 
est  la  meme  dans  lets  deux  triangles  (fig.  38). 

II  est  donnd: 
CsABC  et  C^  A'B'C*',    ZA  =  ZA'\  B  ^  ZB',  ZC  ^  ZC 

En  superposant  les  triangles  donnes  de  maniere  que  les  angles 
6gaux,  par  exemple  A  et  A\  coincident  et  que  A'  B'  tombe  sur  Ab^ 
nous  trouverons,  en  ne  prenant  en  consideration  quo  los  suppositions 

desavantageuses,  que  A!B'  ^  AB  et   en  admettant  par  exemple  la 

derni^re,  nous  devons  conclure  que  B'C^  prendra  la  position  MN, 
c'est  ä  dire  coupera  le  cöt^  BC\  car  dans  le  cas  contraire  /\^  kBC 
est  plus  grand  que  A  A*B*C\  tandis  que  d'aprös  le  thcor^me  33, 
ces  triangles  sont  Äquivalents.  Si  donc  ^'C  a  pris  la  position -WiV,  les 
angles  AMO  et  ACQ  exterieurs  pour  les  triangles  MOB  et  NOC 
sont  egaux  chacun  k  chacun  aux  angles  Interieurs  ABO  et  ANO^  qui 
ne  leur  sont  pas  adjacents  et  de  \k  les  lignes  geometriques  OP  et  OQ 
qui  divisent  les  angles  au  sommet  O  en  deux  parties  egales  et  qui 
par  consdquent  forment  une  ligne  g^metrique  non  interrompue  sont 
6gales  chacune  k  \  (th^oräme  13).    D'ici  nous  voyons  que  la  ligne 
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POQ  -  i, 
par  cousdqoent 

Cctte  conclusion  uc  peut  pas  etre  admise  et  moutre  qae 

AB  «  A*B' 

et  par  saito,  d'apr^s  lo  theor^me  35) 

^  ABC  «  A'B'C* 

Si  Ics  trianglos  ont  des  parties  ögalcs  indiqaves  dans  les  con- 
ditions  des  th^^or^ines  34,  35,  36  et  37,  mais  la  dispositiou  de  cct 
parties  daus  les  trianglcs  n^^st  pas  la  m^me  bleu  que  la  superposition 
des  triangles  soit  impossible,  il  n'est  pas  difficile  do  dc^inoutrcr  qno 
les  autres  parties  des  triangles  sont  egales  chacuuo  ä  chacaue. 

Thioreme  38.  Si  les  triangles  ont  un  angle  egal  compris  entre  des 
cöies  fgaux  chacun  ä  chacun ,  mais  dont  la  disjyasttitm  n^est  pas  la  meme 
les  autres  Clements  des  triangles  sont  egaux  chacun  a  chacun  (üg.  39). 

II  est  donu^: 
A^^C' et  A  ^'-ß'C";     AB'^'A'B')     BC  ^  B'C]     Z.B  =  Z.B' 

Dans  le  cas  donn^  ou  peut  transporter  un  triangle  ä  la  suitc 
de  Tautre  comme  il  est  montr^  sur  la  fignre. 

Alors  en  joignant  A  h  A'\  nous  trouverons  que  AA"  est  pcr- 
pendiculaire  ä  BC  et  so  divise  par  eile  en  deux  parties  dgales,  il 
en  suit  done  que 

AC  —  A"C  —  A'C\     ZI  ACB  —  Z.  A'CB'  et  Z  A'^  Z.  A 

l'h4(n-eme  3,9,  Si  les  triangles  ont  un  coi^  ^gal  adjacent  ä  deux  angles 
igaux  chacun  a  chacun^  mais  qui  ne  sont  pas  semblahlemeni  disposds^  les 
parties  des  triangles  sont  respectivement  Sgales  (fig.  4  ')• 

II  est  donn^: 

/SABC  et  A'B'C*',     BC^B*C']    ZB^ZB\     ZC^^C, 

Dans  le  cas  donn^  on  peut  transporter  ^  A'B'C  k  la  suite  da 
Cs  ABC  comme  il  est  montf^  sur  la  figure.  Joiguous  le  sommet  A 
k  A'  et  supposant  que  AA"  n'est  pas  perpendiculaire  äiJCmenons 
du  poiut  A'  la  perpendiculaire  ä  BC.  Gela  nous  donuera  d'apres 
le  th^or^me  18  une  absurditd  et  de  lä  nous  devons  conclure  qae 
AA!'  est  perpendiculaire  k  BC,    II  en  suit  que 

AB  -  A'B  «  A*B\    AC  -  Ä'C  =  A'C  et  Z  A '^  A"  Z  A\ 

Theoreme  40,  Dans  les  triangles,  qui  ont  les  angles  igawc  chacu  ä 
chacun  bien  que  ces  demiers  ne  soient  pas  semblablement  disposes  les  autres 
ilSments  soient  €gaux  chacun  ä  chacun  (fig.  41). 

n  est  donn4:     ^  ABC  et  ^  A'B'C,  ZA^  A\ZLB^  &,  ZC:=^(?' 
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En  prolongeant  AC  et  BC  —  cöt^s  du  A  ^J^C,  on  peut,  dans 
le  cas  donue,  faire  prondre  au  ^  A'B'C  la  position  A"ß"C^  avec 
cela:  zl  i^"  =-  Z.B'  Z.  A!*  ^  Z.  A'  et  les  cötds  de  l'aogle  Ä'CEf' 
sont  les  prolongemeuts  des  cötes  de  Tangle  BCA. 

Comme  les  triangles  donu6s,  d*apr63  le  th^or^me  33,  out  les  aires 
egales,  en  menant  AAl^  et  BB'*  nous  trouverous; 

1)  C^  AA^'B"  est  equivalent  au  A  A"BA  et  2)  A  ^^"^  est 
äquivalent  au  A  A'^BB", 

Nous  bornaut  ä  l'une  de  ces  conclusious,  par  exemple  k  la  pre- 
mierc,  uous  devons  bieu  admettre  quo  Z.  a  ~  Z.  a^  et  par  cons6- 
quent  AC=  A"C  =  A'C  Mainteuaut,  d'apr^s  le  thdor^me  39, 
uous  devons  couclure  que 

BC=B'C'     et     AC^A'C. 

De  in^me  que  dans  la  gcometrie  d'Euclide  nous  dc'duirons  IVga- 
litc  des  triangles  rectangles  dans  lesquels  la  disposition  des  cl6ments 
donncs  est  la  meme  dans  les  cas  suivants; 

1)  Lorsque  les  cathetes  sont  egales  chacune  k  chacune  dans  les 
denx  triangles. 

2)  Lorsque  la  cath^te  et  Tangle  qui  lui  est  adjacent  sont  egaux 
dans  les  deux  triangles. 

3)  Lorsque  Thypot^nuse  et  la  catbHe  sont  Egales  chacuue  k  cha- 
cune dans  les  deux  triangles. 

4)  Lorsque  l'hypotenuse  et  un  angle  aigu  sont  ^ganx  dans  les 
deux  triangles. 

5)  Si  dans  les  deux  triangles  Thypotcnuse  est  plus  grande  ou 
plus  petite  que  i,  les  triangles  sont  6gaux  lorsque  une  catb^te  et 
Tangle  oppos^  k  cette  oath^te  sont  ^gaux. 

II  est  faciie  aussi  de  montrer  que  dans  les  cinq  cas  indiqu<^s, 
les  cldments  bomologues  des  triangles  seront  egaux  quoique  la  dis- 
position de  ces  Clements  ne  seit  pas  la  m^me. 

Formules  fondamentales  de  la  trigonomdtrie 

spbcrique. 

Nous  savons  que  toutes  les  propri^tcs  des  fonctioas  trigouome- 
triques  peuvent  etre  trouvdes  tont  k  fait  ind^pendamment  de  la  re- 
pr^sentation  g^metrique  de  ces  fonctions;  c'est  pourquoi  la  trigono- 
m^trie  spherique  u'a  pas  besoin  d*nne  pareille  representation  des 
fonctions  trigononwtriques  pour  prendre  naissance  etSQ  (Uvelopper. 
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En  effet  prenant  x  Qi  y  —  arcs  qoelconqucs  de  grands   cercles 
Dous  pouvous  admettre: 

Sina;  =  a;— j  .2.3+1.2.5""-    *    '  -  lT2~.    .    .  (2n-l) 

T  1.2...  (2n  +  l)  ~ ^^^ 


C08a:^l-l7-^+r72T3: 


...  4 


4  -^1.2...  .2»-2) 


ii;2» 


+  1.2.    .    .2.^ (2) 


1  (1     H)^ 

y  =  siuy  +  f7273  •  si"V  +'  r.TTyTTTö  •  ^^"^^  +  .    .    .   .      (3) 

En  supposant  dans  la  deruiore  formulc  siu.y  =  l, 
nous  trouverons  le  nombre  y  avec  le  degrc  deprecision 
d^sirable  ot  doqs  coucluroQS  que  lavalear  obtenade- 
siguo  le  uombro  des  unit^s  mosurant  lo  }^  d'une  lignc 
g^ometrique  enti^re  au  moyeu  desquelles  doit  etre  me- 
8urc  tout  arc  x  pour  le  caicul  de  sos  fouctions  trigono- 
raötriques  d*apr6s  les  formules  (1)  et  (2J. 

Comme  les  formules  (1),  (2),  (3),  ainsi  que  la  fornaule 

c.._i+-  +  — +.  .  .+  ____  +  .  .  ., 


oü  C  est  la  base  du  Systeme  des  logaritbmes  de  Neper,  donoeot  les 
moyens  de  d^duire  toutes  les  proprie'tds  des  fouctions  trigouometri- 
ques,  nous  aurons  recours  aux  derni^res  proprietos  comme  ä  des 
propriötes  prouvees. 

Theoreme  1.  Si  fhypot^use  et  la  cathke  (Tun  iriangle  reciangle  oh- 
iiennent  des  accroissements  infiniment  peius  et  V angle  oppos^  ä  cette  cathett 
ne  change  pas,  la  Um.  du  rapport  de  Vaccroissement  de  la  cathete  a  Vaca'oisse- 
ment  de  l'hypoienuse  est  toujours  egale  au  cosinus  de  l^ angle  compris  entre  les 
cötes  consid6res  du  triangle.     (lig.  42.) 

Soit  dans  le  {SBAM  Z.M^  d\  Thypotenuse  BM^a,  la 
cathete  AM  =  b. 

Attribuons  ä  Thypotenuso  BM  Taccroissement  MM*  —  infini- 
ment petit  —  et  menant  du  point  M'  la  droite  M'D^  perpendiculaire 
ä  BAy  prenons  DN  =  AM,  En  joignant  le  point  M  au  point  iV  et 
en  prolongeant  AM  et  DN  jusqu'  h  Tintersection  nous  obtiendrons 
le  A  MON,  triangle  isocele,   oü   ^  OMN  —  ^  ONM.     D'ici  nofl» 
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concluons  que  dans  le  A  MNM^  Tangle  N  est  plus  grand  que 
Z.  M'MN  et  par  consequent  MN  <1  MM'.  Ensaite  nous  trouvons 
que  MM'  -\-M'  N^  MN^  mais  comme  MM^  est  infiniment  petite, 
M*N  ait>8i  que  MN  doi\ent  etre  conseqaemment  aassi  infiniment 
petites. 

Snpposant  maintenant  qa'  une  longueur  quelconqne  AC^  qui  est 
une  portion  de  AD^  est  Tinfiniment  petit,  joignons  le  point  O  an 
point  C  Alors  MZ  «  Tinfiniment  petit,  done  en  prenant  CK^=AM^ 
nons  troQverons  que  KZ  est  Tinfiniment  petit,  d'apres  le  raisonne- 
ment  precedent.  En  outre,  comme  maintenant  AC  est  aassi  egal  ä 
Tinfiniment  petit,  le  ^  MZiTpeut  etre  admis  comme  triangle  rectanglo 
d*Enclide  (corollaire  9  du  theor^me  33)  oü  Tangle  K  est  droit. 

Dans  ce  triangle  MZ  et  ZK  sont  des  accroissements  infiniment 
petits  de  Tbypotenuse  a  et  de  la  cathete  b^  et  l'angle  Z  differe  in- 
finiment peu  de  l'angle  M  du  triangle  donne. 

En  marquant  MZ  et  ZK  par  a  Qi  ß  nous  aurons  evidemment 

ß  ß 

cosX  =  -  et  cos  iW  =  lim  cos  Z  =  lim  - 

a  a 

ce  qui  prouve  que  le  theoreme  est  vrai. 

Ihdcn-eme  2.  Dans  un  triangle  rectangle  le  rappnrt  de  la  ig.  de  la 
cathete  ä  la  tg.  de  Phypotenme  est  toujours  egal  au  cos  de  Vangle  compns 
entre  ces  cöt^s. 

Pour  demontrer  ce  theoreme  considerons  d'abord  le  rapport 

s\u(b-\-ß) 
sin  (a  -\-  a) 

oü  a  et  Ä  sont  des  arcs  constants  different  de  J  et  cc  gt  ß  sont  des 
infiniment  petits  du  merae  ordre.    Alors: 

Bm(b-{- ß)       sinb       (cosjg-fctgfe  .  8in/?\ 
siM(a4-«)        siua  *     \  cosa-j-ctga  .  sin«  j 

Decomposant  ici  sina,  cosasin|3,  cos|5  en  rangs  infinis  et  en 
negligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  d'ordres  superi- 
eurs  nous  trouverons: 

sin  (h+ß)  _  sinÄ      (l  +  ßctgb\  _  s^n^      /l  +  ßctgb—actga\ 
sin(rt-|-a)  ~  siiirt  *    \l  +  «ctg«/        sina       \        l  +  «ctga        / 

Ensuite  finalement  nous  obtiendrons  Tideutite: 


I 


f  I 
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5^5^>      »J^  +  fi,    oü  ) 

8in(a4-<*)       sma  '      '  f 

i    •  .  (I) 

E  =  - —  .    I  — T~ — - —      I  =  1  infiniment  petit 
sina      \     l-f-ttctga     /  '^ 

Or  comme  doqs  savons  que  dans  les  cQB<iitions  donnees  par  rapport 
ä  a,  £,  tt  et  /?  la  difference 

sin  {h  -f-  ß)       sina 
sin  (a  -f- «)       sin  h 

est  toujours  uno  quantite  infiniment  petite,  il  fant  conclure  qaepour 
le  triangle  rectangle,  (fig.  42),  qui  a  i>  et  a  pour  cathete  et  hypote- 
nuse  et  /3  et  tt  pour  leurs  accroissements  infiniment  petits  il  existe 
tOQJonrs  requation: 

'm^\='^-¥E,. (II) 

sin(a+«)       sina  '      '  ^  ' 

oü  El  est  une  quantite  infiniment  petite  qui  differe  par  un  niulti- 
plicateur  quelconque  (p  de  Vinfiniment  petit  E  qui  entre  dans  Tideu- 
tite  (I). 

Ainsi    E^  r=^  E  .  q)   ou   la   \im,(p   difföre    nocessairement  d*ane 
unite.    De  l'equation  (II)  nous  trouvons: 

2cos(ä4-^  )  .  sin  ;^  — ^1  .  sin  fl        .    , 

+  ^1 


2co8(a+2)  •  sin  2 


sina 


ou 


.    ß 


2       E,      . 

cos  l  ö-i- '-  )  .    —ß — T-  .  sin  a 


ß  2  sin  b 


cos 


+  A^, (III) 


sm^ 


i'+d  ■  - 


2 


Et  prenant    en  consideration   la   signification    de  E  (egalite  I) 


nous  obtiendrons: 


S,  .sina       E^      .  .   ^    /"ctgS-^ctg  «\ 

— ^  =  T  •«"•«  =  <P  •  ^'"^  •  V    14.  «ctg«-/ 
ou 
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»  sina  =^ 


ß  '  1  +  «  •  ctg  a 

Par  Buite  Fequatiou  (III)  prendra  la  forme  suWanto: 

a  ,       «\       sin  5      ^  .  cosS  .  <p  -  ctga  .  sin»  .  (p 

-  .  cos  ^^6+ -j  .    -^  -  l  +  „ctga 


sinj 


2 


"''"i-E, 


sma 


En  passant  maintenant  anx  limites  et  en  faisant  eusuite  la 
division  dans  la  premiero  partie  de  cette  eqaation,  nous  trouverons : 

,.     ß      COBb       ,.     ß      cosb    ,.  ^     sinb      ,.  smb 

lim  -  .    — hm  -  .    — —  .  hm  op   +   -: —  .   hm  a>  =  -r- 

on 

i?      C08Ä  sin  b    ,. 

lim  -  .   .  (l — limo))  =  ~ —  .  (l— linLO)) 

a      cosa     ^  ^'        sma     ^  ^^-^ 

Or,  sacbant  qae  lim  9  diff^re  d'une  unite,  noue  trouverons: 

a        tga 

oa  finalement 

tgb 

COsM  —  r— 
tga 

Ih^orhne  3.  Dans  taut  Hiangle  recf angle  le  rapport  de  la  ig,  d^uue 
caihete  au  sin.  de  Vautre  est  igal  ä  la  tg.  de  Vangle  opposi  a  la  premihe 
catheie  (fig.  43.) 

Dans  la  figare  43  nous  avons  represente  deux  dessins: 

Sur  le  Premier,  dans  le  A  BAM,  Thypotenuse  (BM),  ainsi  que 
la  catheto  (AM)^  sont  moindres  que  {;  et  sur  le  second  les  m§mes 
c6tes  sont  plus  grands  que  j.  Completons  sur  le  premier  dessin 
BM  et  AM  jusqu'  ä  «  en  les  prolongeant  ce  qni  fera 

BM+MP-^  BP-^  i  et  AM+MN=zAN=i 

Sur  le  second  dessin  MP  et  MN  qni  servent  de  complements  k 
BM  et  AM  jusqu'  k  i  seront  negatives. 
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£n  joignant  ensnite  les  points  P  eX  N  noas   obtiendrons  dans 
les  deux  cas  le  triangle  rectangle  /^  MPN^  pour  leqael 

ig  PN 

^InM  ^  ^^^^^^  •"  WiANB  =  sin  AB 

oa 

ig{±{M^-AM\^^^^^^-^    tgÄ 
on  bien 


-: =  tgB, 


ce  qu'il  failait  demontrer. 


lli^oreme  4.     Dans  tout   triangle  rectangle    le   produit  des  cos.  des  ca- 
thetes  est  egal  au  c(ts.  de  Vhypotenuse  (fig.  43). 

Du  triangle  MPiV  .  .   •  tg 3/  =  ||^  =  ,S\±i^--W^\ 

^'^ (1) 

COS  a  ^  ' 

tgilf  «  -f- (2) 

Du  £S  BAM ... 

tg^  =.  4^^ (3) 

De(l)etde(2)      .    .  ^  =  ?*^  . '.(4) 

De  (3)  et  de  (4)  .   .   . ;  .   - —  « 

'  ^  -^  cos  m  .  cos  &      sin  m       cos  a 

OU      COSa  =   C08&  .  COSW. 

En  appliquant  la  formale  trouvee  au  A  MPN^  uous  trouverons 

COS  MN  =  cos  MP  .  cos  NP 

ou    cos (90<^  —  Z^)  =  cos  (90«  -  a)  .  cos  (90^  -  B) 

OU  bien    sin2>  »  sin  a  sin  2^,  d*oü 

.    „       sin  Ä     ,       ,    ^. 
sinB  =  -: — ,  cest  ä  dire  que: 
sin  a'  ^ 

ThSoreme  5.     Dans    tout    triangle    rectangle    le    rapport   du  sin.  de  la 
cathete  au  sin.  de  Vhypot^use  est  igal  au  sin,  de  Vangle  oppose  ä  la  cathete. 

Hueorhue  6.     Dans  tout  triangle    les  sin.   des  cotes   sont    proporticnnels 
aux  sin.  des  angles  opposes  ä  ces  cotes. 
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Nous  ne  citons  pas  la  demonstration  parce  qu'elle  est  tont  ä,  fait 
anologique  avec  celle  de  la  trigonometrie  plane  pour  la  deductiou 
da  theoreme:  les  cötes  du  triangle  sont  proportioauels  aux  sin.  des 
angles  cxposos. 

Enfin  deduisons  encore  une  formule  qui  montre  le  rapport  entre 
les  cöt^s  de  tont  triaiigle  avec  uu  de  ses  angles. 

Theoreme  7.     Datis  tout  ^  ABM: 

cosa  »  COS&  .  cosm-j-sin^  .  sinm  .  cos^  (fig.  44) 

Du  A  BOM ,  .  .  cosm^  .  cosÄ  =•  cosa  eu  supposant  que  MO 
^gale  ä  h  est  perpendiculaire  ä  AB  et  diviso  cette  derniere  cu  por- 
tions:  BO  =*  mg  et  AO  --«  m^. 

Du  Cs  AOM ,    .   .  cosÄ  =  cosÄ :  cosm^, 


donc  cos«  •=  cosmj  . 


•cos^ 
cosm^ 


ou 


,  ,       COSÄ       .      ,  ,    .  smmg   .        , 

CÖS  a  =  cos  (m  -^  m«)  .  — =C08  h  .  COS  m+sinm  .  •  COSO, 

^^     COS  m^  '  COS  mg    , 

OU  bleu 

cos«  =  cosb  .  cosm-j-sinm  .  tgm^:  cosft; 

mais,  d'apr^s  le  tbeoreme  2) 

tgmj'«*  igb  .  cos^, 
par  cons^quent: 

cosa  =  cosi  .  cosm-J-sini  .  aium  .  cos 4- 
Le  12  wars  ie99.    Orenbourg. 


Areh.  d.  Math.  u.  Phys.    2.  Reihe,  Tl.  XVII. 
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XXXIV. 


Allgemein-pythagoreische  Zahlen« 

Von 

Prof.  Dr.  Zuge  iu  Wilbelmshaven. 


Sämtliche  pythagoreischen  Zablentripel,  d.  h.  je  3  ganze,  rationale 
Zableu,  die  der  Gleichung 


z 


«  =»  /..2-J_.,2 


x^  +  y^ 


genügen,  sind  bekanntlich  enthalten  in  der  identischen  Gleichung 

wenn  für  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  gesetzt  werden. 

Hier  soll  für  ein  schiefwinkliges  Dreieck  mit  den  Seifen  z,  ji, 
X  und  dem  der  Seite  z  gegenüber  liegenden  Winkel  «,  für  welches 
der  allgemeine  pytnagoreische  Lehrsatz,  also  die  Gleichung  gilt: 

ar*  «  a;2-fy2  — 2flryC08a  (1) 

eine  allgemeine  Formel  gesucht  werden,  aus  der  sämtliche  ganz 
zahligen  Tripel  abgeleitet  werden  können,  sofern  nur  cos a  eine 
rationale  Zahl  ist  *). 


*)  In  Zeitschriften  und  Programmen  habe  ich  eine  allgemeine  Lösong  der 
Gleichong  nicht  gefunden. 

Erwähnt  seien  die  Aufsätze  von  Worpitzkj ;  üeber  pythagoreische  oder 
rationale  Dreiecke,  Hoffraann'sf^he  Zeitschrift  Jahrgang  1886;  und  von  Schlö- 
milch :  üeber  rationale  Dreiecke  und  Vierecke,  Hoffraann'sche  Zeitschrift  Jaljr- 
gang  1 893.  Beide  Aufsfitze  behandeln  die  Zusammensetzung  schiefwinkliger 
Dreiecke  bzhw.   Vierecke  mit  rationalen  Seiten  aus    rechtwinkligen  Dreiecken. 
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I. 

Die  Gleichung  (1) 
kann  umgeformt  werden  in  folgende: 

a«  c  (a:  —  y  COS  «)*  +  y*  Siu*«  (2) 

wie  auch  leicht  eine  geometrische  Betrachtung  lehrt. 

£s  kommt  also  auf  die  Lösung  einer  Gleichung  an  von  der  Form 

2«  «  u«+^»*  (3) 

mit  der  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  in  dieser  Gleichung  p  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  i<it,  und  formen  sie  in  folgender  Weise  um: 

Sind  z^  u  und  v  ganze  Zahlen,  welche  der  Gleichung  genügen,  so 
muss  offenbar,  wenn  q  als  Product  zweier  ganzen  Zahlen  p^  und  pt 
angesehen  wird,  von  denen  die  eine  auch  1  sein  kann,  ein  Factor  in 
»-^V^^  andere  in  z^ti  aufgehen.     Man  kann  daher  schreiben: 

z-\-u     z  —  u 

Nun  muss  ferner,  damit  die  €»l«Btichaug  erfüllt  wird,  jeder  der  beiden 
B'actoren  der  linken  Seite  aus  einer  Qvftdirfttzahl  und  einem  auch  dem 
anderen  Factor  zukommenden  Multiplicator  i  bestehen,  wobei  wiederum 
nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  X,  oder  eine  QuadrfclT.ahl  gleich  1  ist. 


Wir  setzen  daher 


«  +  «*       .     ^t 


-  =  A  .  m^ 


1^1 

z  —  t* 

Q2 


=  A  .  n« 


Nachtrag.  Nach  Beendigung  dieser  Arbeit  fand  ich  eine  allgemtine 
Usung  der  Gleichung  in  der  Programmarbeit  von  Schwering:  Geometrische 
Aufgaben  mit  rationaler  Lösung  (Gymnasium  zu  Dftren  1898).  Mein  Ver- 
fahren  ist  von  dem  Schwcrings  wesentlich  verschieden,  auch  die  Endformeln 
treten  in  anderer  Gestalt  auf. 


f  3* 
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wobei  m  and  n  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  erhalten  hieraus 

Afp,  TO*-f  e«"*) 


2 


2 

— 

eil»* 

+ 1>2  «* 

\U 

-= 

e,m« 

—  e^n* 

V 

f» 

2m-f^ 

2 

Da  aus  einem  Zahlentripel,  welches  der  Gleichung  (3)  genügt,  ein 
anderes  abgeleitet  werden  kann  durch  Multiplication  oder  Division 
des  ganzen  Tripels  mit  derselben  Zahl,  so  ergeben  sich  aus  obigen 
Werten,  wenn  man  durch  A  dividirt,  mit  2  multiplicirt,  folgeade: 


(4) 


wobei  also  m  und  n  zwei  beliebige  ganze  Zahlen,  p^  und  p^  ^^^^ 
beliebige  Factoren  sind,  in  welche  q  sich  zerlegen  lässt,  so  dlass 
Q  ^  Qi  9%'    In  der  That  ist 

(ffi  '»*+«'«'•*)*  ■=■  (**»»* -fen«)«+p,  pg(2»rn)»  (5) 

eine  identische  Gleichung,  die^  der  Gieichang  (3)  entspricht,  and 
zwar  gicbt  es  kein  Tripel,  das  nicht  aus  {4)  bzw.  (5)  hervorginge. 

Ob  die  Formeln  (4)  unmittelbar  ursprüngliche  'f ripel  liefern, 
d.  h.  solche,  bei  denen  die  3.  Zahlen  keinen  gemeiusarpeu, Teiler 
haben,  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Zahlen  m,  n,  p,,  ps,ab. 

Im  übrigen  ist  klar,  dass  Gleichung  (5)  auch  für  beliebige \t^ertc 
der  Buchstabe ngrösseu  erfüllt  wird  und  daher  als  ganz  allgemeine 
Lösung  der  Gleichung  (3)  angesehen  werden  kann.     ' 


n. 

Wir  kehren  nun  zur  Gleichung  (2)  zurück.    Setzt  man  dort 


X — ycos«  =  n 

»1 


y=.v  ,1. 


sin^a  «=  Q 


SO  folgt  aus  den  Formeln  (4) 
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«^  «=-  p|/?i*  -  ^gn^-j- 2  mn  COS«  l  (6) 

wobei  ^1  und  pg  zwei  Factoreu  sind,  iu  die  sich  siu^a  zerlegen  läset, 
z.  6.  Ifi=  Qi  '^  sin  a 

Die  identische  Gleichung,  weichender  Gleichung  (1)  entspricht,  lautet 
daher: 

Die  Formeln  (6)  geben  uns    also  eino  ganz  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  (1). 

Um  jedoch   zu  ganzzahligen  Werten  zu   gelangen,   nehmen  wir 
an,  dass 

cosa  ^  +  - 


sei,     wobei  -  ein  echter  Bruch  in  einfachster  Form  ist.     Dann  ist 

Es  seien  a,  und  0f  zwei  ganze  Zahlen,  so  dass 

a,  (Tg  =■  ^2  _  p2  i^i^  q]^q 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (6)   ein  und   bilden   durch  Multiplication 
mit  q  ein  neues  System  von  Formeln,  so  folgt 

X  =f=  öj  .7/1*^  —  ö^  n*'*  dh  2  m  n  p       ^  (7) 

y  ^'  2  m  nq  ] 

welches  uns  sftmtliche  allgemein-pythagoreischen  Zahlen  liefert. 
Beispiel : 

P  ^  «  2  T         , 

COS  a  « '    =  .      q^  —  p^=7.\ 
q-      4 ; 

aUo    Ci  =7,    0,  =  1,    W^hlt  man  m  =  2,  n  =  1,  so  folgt 
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»  =  29        «=39        y-»16 


und  es  ist 


29»=.39»+16«-2.39.16.}; 
841  =  1521+256—936. 


III. 


Wenn  ausser   cos«  auch  siua  rational  ist,  so   kann  auch  die 
HOho^^ysm«  rational  bestimmt  werden,   somit  auch  der  Inhalt 


des  Dreiecks 


.         xh 


Wir  kommen  somit  auf  die  heronischen  Zahlentripel  die  be- 
kauntheh  Masszahleu  für  die  Seiten  eines  Dreiecks  sind,  deren  In- 
halt durch  die  Formel 


wobei  .  «  ^+y+»^ 


ist, 


auf  eine  rationale  Zahl  führt.  Die  heronischen  Dreiecke  lassen 
sich,  wie  von  verschiedenen  Mathematikern  gezeigt  ist,  aus  rationalen 
rechtwinkligen  Dreiecken  zusammensetzen.  Unsere  Formeln  ermög- 
lichen eine  directe  Berechnung. 

Die  Bedingung  ist  also,  dass 

Bin«  =  yr^^^os^ä  =  yi-  ^  -  -  Yq^  ^  p> 

eine  rationale  Zahl  ist;  es  muss  also 

q^  —  p^  =  ^«    oder    g'  «=»  p*-f-  f** 

sein,  d.  h.  p  und  q  müssen  zwei  Zahlen  eines  pythagoreischen  Tripels 
sein,  von  denen  q  dem  Hypotenusenwerte,  p  dem  einen  Kathetenwerte 
entspricht.    Die  Seiten  sind  nach  den  Formeln  (7)  zu  berechnen. 

Beispiel:  Es  sei 

p        5 

cos  a  =  -  =  rr; 
q        lo 

Dann  ist 

sino  =  -  y««  — p>  =  — 
q     ^      ^  5 

Da  g'— p*  =  144  ist,  können  wir  wählen 
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«^1  =  24,       tf,  =  6; 


15 

««21 

14 

s  -«  c=.    7 

13 

'-y  =-    8 

2«  =  42 

s — z  =*    G 

y?*  .  3«  .  4« 

=7.3.4 

feruer  nehmen  wir 

m  =  1,        n  =  1 

Dann  ergiebt  sich  aus  (7) 
*«30 

«  =  28  J  gekürzt 
V  «  26 


J  =  y  21  .7.8.6 


IV. 

Wir  behandeln  noch  die  besonderen  Fälle,  in  denen 

o  «  eo^    oder    a  «=  120<> 
ist,  für  welche  also  die  Gleichung  gilt: 

z^  =  x^-\-y^  jp  xy. 

Es  ist  dann 

,    1 

cosa  =  +   - 

also 

/>=-  ±1,    «  =  2,    g2_^,«_3 

so  dass  für  ö  nur  die  Zerlegung  in  die  Factoren  3  .  1  erfolgen  kann 
und  entweder 

tfj  «==  3,    tfg  =  1     oder    cTj  =«  1,    0^  — >  3 

zu  setzen  ist.  Wenn  man  jedoch  in  System  (7)  die  Werte  von  tfj 
und  02  ^^t  einander  vertauscht,  so  erhält  mau  auch  bei  vertauschten 
m  und  n  genau  dieselben  Werte  für  z  wieder.  Es  ist  daher  nur 
nötig,  eine  Zerlegung  zu  benutzen,  um  alle  möglichen  Tripel  zu  or- 
balten. 

Ferner  ist  Folgendes  zu  beachten: 

In  der  Gleichung 

a'  t=s  x^-\-y^  —  xy 

gehören  zu  einem  bestimmten  »  je  2  Werte  von  y  und  x.  Da  y  und 
X  Vertauschbar  sind,  ohne  dass  die  Gleichung  sich  ändert,  so  muss 
ein  Wert  von  y  einem  Werte  von  x  gleich  sein;  die  übrigen  sind 
verschieden.  Sind  z^  yi  x^  drei  zusammengehörende  Werte  für 
a  =  60*,  wobei  x^  >  y^  sein  soll,  so  sind,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugen kann,  di«  drei  verichiedenen  Tripel 


'  t 
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»,     yi     ar,  '       a=    60« 

h    Vt    %— yi  «  =  120® 

»1     Xi    a?i — y^  a  «    60® 

Fttr  jeden  möglichen  Wert  von  z  erhält  tnan  daher  drei  von 
einander  verschiedene  identische  Gleichungen,  z.  B. 

13««l5«+8«  — 15.8 
13^  «15»  + 7«  — 15.7 
13«-    82+7«+  8.7 

Wir  untersuchen  nun  die  aus  (7)  sich  ergebenden  Relationen 

z  —  3m«+n2  «  2(m2+w«)  +  m«— n«  J 

aj«3m^  — w2  +  2mn  =  2(m2->n«)  +  (m  +  w)8  >  (9) 

y  =  4mn  j 

auf  die  Bildung  ursprünglicher  Tripel. 

y  ist  nur  teilbar  durch  einen  Factor  von  4,  m  und  n.  Sollei) 
?  und  X  solche  Factoren  nicht  enthalten,  so  dürfen 

1)  m  und  n  keinen  gemeinsamen  Factor  enthalten,  sie  dürfen 
also  nicht  beide  gerade  sein. 

2)  m  und  n  dürfen  nicht  beide  ungerade  sein,  öonst  wären,  wie 
leicht  zu  sehen,  alle  Grössen  durch  2  teilbar.  Sie  müssen  also  beide 
ungleichartig  sein,  was  besagen  soll,  dass  die  eine  Zahl  gerade,  die 
andere  ungerade  ist.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  sind  z  und  x  auch 
nicht  durch  2  teilbar,  weil  w*  — n*  und  {m'{'n)^  ungerade  sind. 

3)  n  darf  den  Factor  3  nicht  enthalten. 

Es  sind  also  in  den  Formeln  (9)  für  m  und  n  zwei  ganze,  un- 
gleichartige, positive  Zahlen  zu  setzen,  von  denen  die  zweite  den 
Factor  3  nicht  enthalten  darf,  dann  die  demselben  Werte  von  z  zu- 
gehörenden Wertepaare  für  x  und  y  zu  bestimmen.  , 

Um  zu  ermitteln,  wie  viele  ein-  uqd  zweizifferige,  ursprüngliche 
Tripel  es  giebt,  bestimmen  wir  die  Grenzen  für  m  und  n. 

Es  muss  sein 

Ä=.8m«  +  n«<  100 

Setzt  man  m  »  1,  so  folgt 

«<y97'    also    n<10   ■   ''' 
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Da  die  Zahl  9,  weil  sie  dea  Factor  3  enthält,  ausgeschlosseu  bleibt, 
so  ist  8  der  grösste  Wert,  den  n  annehmen  kann.    Ferner  mpss  sein 


m 

^  1 /lül)— n« 

<  r      3 

Ist   . 

n 

so 

folgt 

,  m 

1 

i> 

<6 

2 

»>  .. 

1> 

' 

4 

i>  • 

»> 

5- 

) 

>j 

<5 

7. 

1 

"  .. 

9> 

8 

*  .1 

??i 

■  i^* 

Schliesslich  mass 

y  =  4W71  <^  100, 

so  m  n  <;[  25  sein. 

Es  sind  daher  nur  folgende  Zusammenstellungen  möglich: 


n 

m 

1 

2,4 

2 

1,3,  5 

4" 

1,  3,  5 

5 

2,4 

7 

2 

8 

1,3 

Im   ganzen  erhält  man  13  Gruppen,   die  in  folgender   Tabelle 
zusammengestellt  sind: 
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a-eu« 

o=  1 20^ 

m 

n 

Ä— 3m«4-w« 

y 

X 

X 

2 

1 

13 

b 

15 

13 

8 

7 

13 

15 

7 

4 

1 

49 

16 

55 

49 

16 

39 

49 

55 

39 

2 


5 


2 


8 


3     8 


7 
7 

7 


37 
37 
37 


73 
73 
73 


8 
8 
3 


3 
5 


40 
40 

7 


7 

33 


61 
61 
61 

67 
67 
67 


77 

45 


91 
91 
91 


96 
96 
11 


II 
85 


Wilhelmshaven,  Februar  1899. 


3 

2 

31 

24 

35 

31 

24 

11 

31 

35 

11 

5 

2 

79 

40 

91 

79 

40 

51 

79 

91 

51 

1 

4 

19 

16 

21 

19 

16 

5 

19 

21 

5 

3 

4 

43 

48 

35 

43 

48 

13 

43 

35 

13 

5 

4 

91 

80 

99 

91 

80 

19 

91 

9) 

19 

8U 

63 

80 

17 

63 

56 

65 

56 

65 

9 

33 


17 

9 


45 


85 


wm 
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XXXV. 


Ableitung  von  Formeln  für  die  mathematische 
Wahrscheinlichkeit  beim  Würfelspiel  nebst  einigen 

Anwendungen. 


Von 

Johannes  Gomoll,  Berlin. 


Die  nachstehende  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  der  Auf- 
gabe^  ein  allgemeines,  praktisch  brauchbares  Verfahren  zur  Berech- 
nung der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  beim  Würfelspiel  auf- 
zufinden und  womöglich  dieselbe  als  Function  der  Augen-  und 
Würfelanzahl  darzustellen. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  der  mathematischen  Wahrschein 
lichkeit  M?„,p,  eine  gewisse  Augouanzahl  w  mit  p  Würfeln  zu  werfen, 
den  Quotienten   aus  der  Anzahl    i«,p    der   dem   Eintreten    des    ge- 
wünschten Ereignisses  günstigen  Fälle  und  der  Anzahl  v  aller  über- 
haupt möglichen  Fälle,  d.  h.  es  ist: 

* 

^n,p   -  —  (1) 

Will  man  beispielsweise  die  Augenanzahl  n  -=  5  mit  p  ^  3  Würfeln 
erzielen,  so  kann  jeder  der  3  Würfel,  wie  aus  Tabelle  1  ersichtlich 

No.  Würfel  Augenanzahl 

I        II        III 

1113  6 

2  12  2  5 

3  13  1  5 

4  2        12  5 

5  2        2  1  5 

6  3        11  5 

Tabelle    1, 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  aach  in  folgender  Form 
schreiben : 

;;;,2)}   =6+(»-7)  (15) 

und  zwar  gilt  das  plus-Zeichen  fttr  die  1.  Gruppe,  das  minus-Zßichen 
für  die  2te.  Diese  Schreibweise  hat  auf  den  ersten  Blick  etwas 
Verlockendes  an  sich.  Da  sich  aber  später  herausstellen  wird,  dass 
bei  den  Formeln  fttr  eine  grössere  Anzahl  von  Wttrfeln  keine  Ana- 
logie mit  dieser  Form  der  Gleichung  vorhanden  ist ,  so  werden  der 
weiteren  Untersuchung  die  ursprünglich  erhaltenen  Gleichungen  (13) 
und  (14)  zu  Grunde  gelegt  werden,  zumal  da  sich  bei  Benutzung  der 
letzteren  die  Rechnung  viel  einfacher  gestaltet. 

Ucbrigens  hätte  man  Gleichuap  (14)  viel  schneller  mit  Hilfe  der 
Gleichung  (6)  aus  (13)  entwickeln  können.    Ist  nämlich 


so  ist  andrerseits 


12  ^  n  ^  7, 


7-^14   -  n  "^  2. 


Man  kann  daher  schreiben: 


f„.,(2)  =  (13-")^13-«, 


Dieser  Weg  ist  oben  deshalb  nicht  benutzt  worden,  um  die  Not- 
wendigkeit der  Einteilung  der  Werte  von  n  in  Gruppen  und  die 
charakteristischen  Unterschiede  .  derselben  schärfer  hervortreten  zu 
lassen.  J 

In  wissenschaftlicher  Hinsicht  wäre  es  noch  interessant,  die 
lästige  Unterscheidung  zwischen  den  einzelnen  Gruppen  entbehrlich 
zu  machen  und  /„,2  als  einheitliche,  explicite  Function  von  n  darzu- 
stellen, die  für  sämtliche  möglichen  Werte  von  n  richtige  Werte  von 
i  liefert.    Zum  Zweck  der  Lösung  dieser  Aufgabe  setze  man: 

4,2  «=  AJj  (w  —  l)+^'2(l3  — W) 

Gelingt  es  nun  k^  und  ^'2  so  zu  bestimmen,  dass  für  alle  Zahlen  der 
1.  Gruppe,  also  für  den  Bereich  von  von  n  ==  2  bis  n  =»  7  gleich- 
zeitig ÄJj  =  1  und  Ajj  =  0  wird,  während  andrerseits  für  alle  Zahlen 
der  2.  Gruppe,  also  für  den  Bereich  von  n  =  8  bis  w  ==  12  gleich- 
zeitig Ä  j  =a  0  und  Jc2  =  l  wird,  so  ist  das  Ziel  erreicht.  Diese  For- 
derungen sind  leicht  zu  erfüllen,  wenn  man  die  Beziehungen 


'     '  '  •  mm 
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aO  ==  1     und 
0««0 

benatzt,  die  für  einen  beliebigen  endlichen  Wert  <ron  a  und  einen 
beliebigen  positiven  endlichen  Wert  von  a  gelten.  Dann  gelangt 
man  zu  folgenden  Ausdrücken: 


'■ = CT) 


er) 


^1  =  1     c     1  und 


er) 

-  i'T) 

Demnach  gilt  allgemein: 


A?2 


(V)         er)' 

und  '  (16) 

er)        (%-T 

..ä=J-5J_(.-l)("/)  +(13-»,('';^)  J       (17) 

In  nachstehender  Tabelle  sind  für  sämtliche  Werte  von  n  die 
zugehörigen  t  und  w  ausgerechnet.  Die  Nenner  der  gemeinen  Brüche, 
durch  die  w  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze  Zahlen  abgerundet. 


n 

hi,2 

«^«.2 

n 

2 

1 

V36 

12 

3 

2 

V.8 

11 

4 

3 

Vi. 

10 

5 

4 

V9 

9 

6 

5 

V. 

8 

7 

6 

Ve 

7 

Tabelle  4. 

In  Figur  1.  ist  der  Verlauf  der  Function  tn,2  ='f{n)  graphisch  dar- 
gestellt. 

3.  Fall:  p  «  3.    In  derselben  Weise  wie  der  2.  Fall  aus  dem 

24* 
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Isten  wird  auch  der  3.  Fall  aus  dem  2  ten  abgeleitet  werden.  Jetzt 
hat  man  3  Gruppen  zu  unterscheiden.  Die  1.  Gruppe  umfasst  alle 
diejenigen  Zahlen  n,  die  sich  derartig  würfeln  lassen,  dass  die  Summe 
der  Augen  zweier  Würfel  stets  nur  Zahlen  ergeben  kann,  die  zu  der 
1.  Gruppe  bei  2  Würfeln  gehören.  Ein  Beispiel  liefert  die  Zahl  5, 
für  die  die  möglichen  Variationen  in  Tabelle  5.  aufgestellt  sind.  Die 

5  -=  l-{-(l+3)  Summe  der  beiden  letzten   Posten   beträgt  der 

«,  l-|.(2-f-2)(  (4)  Reihe  nach  4,  3,  2,   lauter  Zahlen,   die  zu  der 

-=»  l4-f34-l)^  Gruppe  1  bei  2  Würfeln  gehören.      Die  untere 

9  I  /i  I  ovx  Grenze  der  Gruppe  1  bei  3  Würfeln  bildet  natür- 

"■  oT/Jii  )|  i'^)  ^ich  die  Zahl  n  =  8.      Die    obere    Grenze    be- 
™      I" ^-  •"  stimmt  sich  aus  der  Forderung,  dass  das  Maxi- 
=*  3+(l+l)  I  (2)  jjjyjj^  jjgj.  Summe  der  beiden  letzten  Posten   ge- 
Tabelle 5.  radc  noch  unter  Gruppe  1  bei  2  Würfeln  fällt,  d.h. 

1   <7 

n  —  1  i 

<R 
n         o. 


Man  denke  sich  die  Variationen  der  3.  Classe  zur  Summe  n  gebildet: 


1? 


Mit  1         I  können  sovielein— llrait  2  Würfeln 
2        i  Variationen  an-  In  -2f  werfen  lässt 
fangen,  als     J  •  •  •  (     d.  h.  nach 
„    n-2  I  sich  die  Zahl   12     1         Gl.  (13) 


Man  erhält  also: 


«"-(7')+("7V- ••+(;) 


2»<,3 


(1) 


-(%-') 


Der  2.  Gruppe  gehören  alle  diejenigen  Zahlen  n  an,  die  sich 
derartig  würfeln  lassen,  dass  die  Summe  der  Augen  zweier  Würfel 
Zahlen  ergeben  kann,  die  teilweise  unter  Gruppe  2,  teilweise  unter 
Gruppe  1  bei  2  Würfeln  fallen.  In  Tabelle  6.  ist  die  Zerlegung  für 
die  zu  dieser  Gruppe  gehörige  Zahl  ü  angedeutet. 


GomoH:  Formeln  für  malhf malische    Wahrscheinlichkeit, 


373 


9=I+(2-;6)  9 

=  l+(3+5;f 

((8) 

=  l+(6+2)' 


;i  =  4-f-(l+4) 
=  4+(2+3 

=  4+4+1)) 


9  = 


(5) 


Tabelle  6. 
2+(l+6)  I         9 
2+(2+5)  / 

((V) 

2+(6+l)  \ 

5+(l43)  \         9 
5+(2+-')  f 

((4) 
5+(3+l)  ) 


:i+{  I  +5)  j 
:j+(2+4)  f 


3+(5+l) 

G+(l+2)i 
6+(2+l)  I 


(,. 


(^) 


Die  Summen  der  beiden  letzten  Elemente  jeder  Variation  ergeben 
der  Reihe  nach  8,  7,  6,  5,  4,  3,  lauter  Zahlen,  die  teilweise  wie  8  und  7 
der  Gruppe  2„  teilweise  wie  7,  6,  5,  4,  3  der  Gruppe  1  bei  2  Wür- 
feln angehören.  l)ie  Grenzen  der  Gruppe  2  bei  3  Würfeln  bestim- 
men sich  aus  den  Forderungen,  dass  einerseits  die  Summe  der  bei- 
den letzten  Elemente  im  Maximum  schon  unter  Gruppe  2  bei  2  Wür- 
feln fällt,  und  dass  andrerseits  das  Minimum  jener  Summe  gerade 
noch  der  Gruppe  1   bei  2  Würfeln  angehört,  d.  h.  bzgl. 


12  -^  n  -  1 


7     und 


> 


>.>. 


7  _  n  -  G_  2;  beiden  Bedingungen  wird  genügt,  wenn: 


n 


^. 


Mau  denke  sich  die  Variationen  der  3.  Classe  zur  Summe  n  gebildet. 


Mit  1 


»9 


n— 8 


91 

n—7 
n — 6 


können  so  viele 

Variationen 

anfangen ,  als 

sich  die  Zahl 


n—l 
n— 2 

•  • 

8 
7 
6 

•  • 

n-6 


mit  2  Würfeln 
)  werfen    lässt, 
d.  h. 


CV ") 

•         •         •         • 

G) 
0 
(D 

•     •     •     • 
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Man  erhält  also.* 

+  •■  +  ("!') 

_  (14_„)(„_7)+     S(x)    +  (2)  -  (    2    ) 

MA       V      7,  .    (»-7K»-8)    ,    /6\       (n-7)(»-8) 

-  (l4-n)  («_7)+(n-7)(»-8)  +  Q  "  (»-7) (»-8) 

f„,3(2)  -.  6(„  -7)-2  ("~  ^)  +  Q  (18) 

in,9^^^  =  (14-n)(«~7)  +  l5. 

Zur  3.  Gruppe  endlich  gehören  diejenigen  Zahlen  n,  bei  denen  die 
Summe  der  Augen  zweier  Würfel  nur  Zahlen  ergeben  kann,  die  aus- 
schliesslich unter  die  Gruppe  2  bei  2  Würfeln  fallen.  In  Tabelle  7. 
ist  für  die  dieser  Gruppe  anjrehörige  Zahl  16  die  Zerlegung  durch- 
geführt.   Die  Summe  der   beiden  letzten  Posten  beträgt  der  Reihe 

16  —  4-f(6+6)  I  (12)  nach  12,  11, 10,  lauter  Zahlen,  die  der  Gruppe 
=.  5_|_(5-|-6)1  (11)  2  bei  2  Würfeln  allein  angehöreo.  Die  obere 
«  5_Lf64-5M  Grenze  dieser  Gruppe  ist  natürlich    18,    die 

,       ,  untere  ergiebt  sich  aus  der  Forderung ,    dass 

•='    i-v  "T  >'i  ^g^g   Minimum  jener   Summe  gerade  noch  in 

=  6+(5+5)>(iO)     die  2.  Gruppe  bei  2  Würfeln  hineinfalle,  d.h. 


6+(6+4)' 
Tabelle  7 


n-e-^? 


n         13- 


Man  denke  sich  wieder  die  V?iriationen  der  3.  Classe  zur  Summe  n 
gebildet- 
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\  (1  fC) 

Mit  (n— 12)  j können sovielel     ^2       I mit  2  Würfeln l    VI/ 
j^     (w— 11)1    Variationen    ]    n       f  werfen    lässt,j  (    j 


anfangen,    als  1  .   .   .     L     d.  h.  nach 
6     \         sich  /    '*~^  \     Gl.  (15) 


6       m  ■     .       •         •       • 


s 
Demnach  ist 


er) 


•■.•°'-(;)+C)+--+(V) 

«"  -  (V) 

Das  vorläufige  Ergebniss  für  3  Würfel  ist  also  folgendes: 

en.3(2)  «  (n  ~7)(14- w)+15;     13  ^  n  ^  8  (20) 

,•„,3(3)  =(^^2"'*);      18^n^l3.  (21) 

Uebrigens  hätte  man  die  Forirel  (21)  wieder  unmittelbar  ans  Glei- 
chung ( 1 9)  ableiten  können,  indem  man  dort  n  mit  7jj  ■—  n  =  21  —  n 
vertauscht  hätte  (vgl.  Gl.  (6)). 

Vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  ist  es  wieder  interessant, 
eine  ganz  allgemeine,  einheitliche  Formel  für  in,z  aufzufinden,  die 
die  Unterscheidung  einzelner  Gruppen  überflüssig  macht. 

Pas  Verfahren  entspricht  genau  demjenigen  bei  2  Würfeln.  Die 
Formel  lautet: 

4,3  -  h  (''J^)+hl{r^  -7)(14-«)+l5J+^3(^Y'*)'        (22) 


worin: 


7n— 13\ 
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In  Tabelle  8  sind  für  sämtliche  n  die  zugehörigen  Werte  von  in,z 
und  trw,3  ausgerechnet.  Die  Nenner  der  gemeinen  Brüche,  durch  die 
10,1,3  darin  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze  Zahlen  abgerundet. 
In  Figur  2.  >t  der  Verlauf  der  Fuu^tioa  ^»,3  °=  f(n)  graphisch  dar- 
gestellt. 

n        »,1,3         "^«,3        » 


3 

1 

V216 

18 

4 

3 

V72 

17 

5 

6 

Vas 

16 

6 

10 

n% 

15 

7 

15 

Vu 

14 

8 

21 

Vio 

J3 

9 

25 

'4 

12 

10 

27 

Vs 

11 

Tabelle  8. 

Die  bisher  behandelteii  speciellen  Fälle  genügen  bereits,  umd 
teilweise  das  allgemeine  Gesetz  erkennen  zu  lassen.  ,  Zunächst  kanu 
man  folgende  Behauptung  aufstellen: 

Es  giebt  für  die  Anzahl  «V,p  der  Möglichkeiten,  eine  Zahl  r*  mit 
p  Würfeln  zu  werfen,  p  verschiedene  Formeln,  deren  jede  nur  inner 
halb  eines  bestimmten  Bereichs  von  n  gilt.  Eine  einheitliche  Formell 
aufzustellen  ist  zwar  möglich  (vgl.  Formel  16  und  22),  doch  erscheint 
dieselbe  stets  im  Gewände  einer  sehr  gekünstelten  transcendenten 
Funktion.  Die  1.  von  den  p  Einzel formcln  für  inp  gilt  nur  für  deii 
Bereich  von  n  =p  bis  w  =  (p-|-l  .  5),  die  2.  für  den  Bereich  von 
n  =«  (p  -f- 1  .5)  bis  w  «»  (p-j-  2  .  5)  u.  s.  w.,  die  hiQ  für  den  Bereich 
von  n  =-  [p-^-ik  -  1)  .  5]  bis  n=:(p-\-h  ,  5),  die  pte  und  letzte 
endlich  für  den  Bereich  von  n  ==(6^— -5)  bis  ^p. 

Es  mag  zunächst,  um  später  störende  Unterbrechungen  des  Ge- 
dankenganges zu  vermeiden,  vorausgeschickt  werden,  dass  unter  den 
Zahlen  der  1.  Gruppe  keine  mit  Ausnahme  der  oberen  Grenze  eine 
6  als  Summanden  enthalten  kann.  Die  kleinste  Zahl  nämlich ,  bei 
der  eine  6  vorkommen  kann,  lautet: 

(l>-l)  .  1+6  —  2^+5. 

Dies  ist  aber  die  obere  Grenze  der  1.  Gruppe,  folglich  können  die 
übrigen  darunter  gelegenen  Zahlen,  keine  6  als  Summanden  ent- 
halten; dagegen  wird  bei  allen  Zahlen  von  (p-\-b)  an  aufwärts  eine 
6  als  Summand  auftreten  können. 

Zum  Beweise  der  oben  aufgestellten  Behauptung  nehme  man  an, 
dieselbe  sei  bereits  für  {p—l)  Würfel  bewiesen,   d.  h.  es  gäbe  bei 
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(p— 1)  Würfeln  (p— 1)  verschiedene  Formeln  für  en,i-p,  von  denen 
die  1.  nur  innerhalb  der  Grenzen  (^  —  1)  und  [(p— l)-f-5  .  1],  die 
zweite  innerhalb  der  Grenzen  [(/>  — 1)  +  5  .  Ij  und  [{p  — 1)4-5  -  2] 
u.  s.w.,  die  ^•te  innerhalb  der  Grenzen  [(/>—!)  + 5(^— 1)]  und 
[^p  —  i)'\-bk\^  die  (p  — l)ste  endlich  nur  innerhalb  der  Grenzen 
[6(|)— !)-  5]  und  6(/>— 1)  Giltigkeit  habe.  Es  bedeute  q  eine 
der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  6.  Es  können  nun  unter  den  Variatio- 
nen der  pten  Classe  zur  Summe  n  soviele  mit  q  anfangen,  als  es 
Variationen  der  (p  — l)8ten  Classe  zur  Summe  {n  —  q)  giebt.  Ist 
nun  n  so  beschaffen,  dass  {n—q)  nur  Werte  annehmen  kann,  die 
innerhalb  der  1.  Gruppe  bei  (p  —1)  Würfeln  liegen,  so  wird  sich 
eine  gewisse  Formel  I  für  in,p  ergeben.  Würde  aber  {n—q)  teil- 
weise in  die  2.,  teilweise  in  die  1.  Gruppe  bei  (^j—  1)  Würfeln 
fallen  können,  so  müsste  die  jetzt  abgeleitete  Formel  für  in,p  von  der 
ersten  wesentlich  verschieden  sein ,  da  sie  durch  Summirung  zweier 
Gruppen  ganz  verschiedener  Ausdrücke  entstanden  ist.  Innerhalb 
welcher  Grenzen  muss  nun  n  liegen,  wenn  {n  —  q)  nur  unter  die  1. 
Gruppe  bei  (p  —  1)  Würfeln  fallen  soll  ?  Die  Autwort  liefert  un^ 
folgende  Ungleichung: 

n  ~  \  p  -];-  A: 

n  P  "F  o 

Die  Formel  I  gilt  also  innerhalb  der  Grenzen  p  und  (p-\-b).  Eine 
andere  Formel  II  erhält  man ,  wenn  (/*  —  q)  teilweise  unter  die  2., 
teilweise  unter  die  1.  Gruppe  bei  {p  —  1)  Würfeln  fällt,  d.  h.  wenn 

{n  —  q)max.  ^  (jp  —  1)  +  ^''  •  I 

n  —  i  p  +  4 

n       p -{-'*>  ist  und  wenn 

{n      <2)miiumura  ^{p—\)-{-'^  .5 

n  —  6 P  -^  ^ 

n_p  +  2.5;     U.  S.  W, 
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Eiii^Ton  Formel  (*— 1)  verschiedene  Formel  k  wird  sich  ergeben, 
v^enn  (n  —  q)  teilweise  in  der  X;ten,  teilweise  in  der  (k—  |)sten 
Gruppe  bei  (p  -l)  Würfeln  liegen  kann,  d.  h.  wenn 

(n  -5)m»x.  ^(2)  — l)-f-5(/j-l) 

**  ^  /'  4"  5(A;—  1)  und  wenn 
w  — 6  ^p  +  bk  -  6 

Die  letzte  Formel  p  endlich  erhält  man ,  wenn  n  -q  ausschliesslich 
in  der  (p  -l)8ten  Gruppe  bei  (p  —  \)  Würfeln  liegt,  d.  h.  wenn 

(n  -  q)mm.  ^  6  (/)  —  1 )  —  5 

n  —  6  Qp   ~  b  —  6 

n       Qp  —  5. 

Die  obere  Grenze  dieser  Gruppe  bildet  natürlich  die  Zahl  6/?.  Hier- 
mit ist  also  bewiesen ,  dass ,  wenn  obiger  Satz  von  der  Anzahl  der 
verschiedenen  Formeln  für  in,p  und  ihren  Geltungsbereichen  für 
(p  —  1)  Würfel  gilt,  er  auch  für  p  Würfel  richtig  ist.  Nun  gilt  jener 
Satz  aber,  wie  ein  Blick  auf  die  bisher  vorgekommenen  Grnppen- 
einteilungen  lehrt,  ausser  für  p  =  2  auch  für  />  —  3  «  4  —  1,  folg- 
lich auch  für  ^  s=  4  «=  5  —  1,  folglich  auch  für  ^  =  5  «  6  — 1 
u.  s.  w.,  d.  h.  für  ein  beliebiges  p. 

Nach  Gleichung  (6)  ist 

Gesetzt  nun,  n  gehörte  zur  fcten  Gruppe;  dann  müsste  es  eine  der 
folgenden  Zahlen  sein: 

/>  +  5(A:-l),    ^  +  5(Ä;-1)  +  1,    p+5(A;  -l)  +  2,.    .  -  ,  p  +  bh 

I7p  —  n)  Wäre  alsdann  eine  der  jetzt  folgenden  Zahlen: 
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6^-5(^.-1),    6p-5(/ö-l)  — 1,    6;)-5(A;-l)-2,  .    .    ;,    Qp^bk 

oder 

V+Hp+l-k),    p  +  5(p+l— A;)-l,    p^b(p  +  l^k)-2, 

.    .   .  ^J-f"^  ip  — ^) 

(1.  h.  (7p— w)    würde  der   (p-{-l—k)ten  Gruppe    angohören.     Mit 
Hinzusetzung  der  Gruppenzeiger  lautet  also  Gleichung  (6): 

in,p(*)=-27p-n,p{P+l-*)  (23) 

Die  bisher  behandelten  Specialfälle  legen  ferner  die  Vermutung 
nahe,  dass  allgemein 

'«.P<'>  =  C 1 1)  (24) 

Denn  die  Formeln 


««,3(" 


C7) 


inj^^  ~   (     1     )      ^^^ 


ht,l 


(1) 


-  (V) 


sind  Specialfälle  der  Gleichung  (24).  An  dieser  Stelle  wird  es  auch 
klar,  weshalb  für  in,i  die  Schreibweise  der  Gleichung  (11)  gewählt 
wurde.' 

Gesetzt,    die  Richtigkeit   der  Gleichung    (24)    wäre    bereits  für 
(p  -  1)  Würfel  nachgewiesen.    Dann  wäre 


hhP—l 


-iW 


'"^p-V 


Man  denke  sich  nnn  die  Variationen   der  pten  Classe  zar  Samme 
n  gebildet. 


(rJ) 


Mit  1            J  fangen  soviele  i  n— 1  j  mit  (^  — 1) 

Mit  2            f  Variationen  J  n-2  f      Würfeln       ]  ("""g) 

[    an,  als  sich  )  •   •   •  [  ^®^^®^    ^^^^^'        ^ 

Miin^ip-l)]     die   Zahl  f  />  - 1  I         d.  h. 


rD 


Es  ergiebt  sich  also; 
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^«,/'> 


-(r!) 


Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  die  Formel  (21)  für  {p  —  1) 
Würfel  gilt,  sie  auch  für  p  Würfel  richtig  ist.  Nun  gilt  die  Formel 
aber  ausser  für  p  =-  2  auch  für  ^  =--  3  ::=  4  — 1  ,  folglich  auch  für 
p  =,i  =  5^1,  folglich  auch  für  /)  =  5  =  6  —  1  u.  s.  w.,  d,  h.  all- 
gemein. 

Hiermit  ist  auch  zugleich  die  Formel  für  die  /;  te  Gruppe  er- 
ledigt, denn  nach  Gleichung  (23)  wird 


,(P) 


Die  Gleichungen 


n  p  —  1  — n\ 
\      P-I      ) 


'^y''  =       ^     1  (25) 


hi,l 


"• '  CT) 


stellen  sich  jetzt  als  Specialfälle  der  Formel  (25)  dar. 

Es  würde  jetzt  die  Ableitung  eines  allgemeinen  Ausdrucks  für 
hi,p^^^  zu  folgen  haben.  Da  aber  die  bisher  untersuchten  Specialfälle 
noch  nicht  ausreichen,  um  das  Bildungsgesetz  von  in,p^^^  erkennen 
zu  lassen ,  so  muss  zunächst  noch  ein  neuer  Specialfall  p  =  4:  be- 
handelt werden. 

4.  Fall:  /j  =  4.  Der  Fall  p  =  4:  lässt  sich  unter  Benutzung 
der  Ergebnisse  der  voraus  gegangenen  Untersuchungen  sehr  schnell 
erledigen.  Demnach  hat  man  4  Gruppen  zu  unterscheiden.  Die  1. 
reicht  von  p  ==  4  bis  (/j  -|-  5  .  1)  =•  9,  die  2.  von  (p  -[-  5  .  1)  =  9  bis 
(p  +  b  .2)z=  14,  die  3.  von  (p  +  5  .  2)  =  14  bis  (jo  -f  5  .  3)  =  19, 
die  4.  von  (6/)  —5)  =  19  bis  ßp  =  24. 

1.  Gruppe:     9        w 4.     Durch   Anwendung    der    Gleichung 


(24)  entsteht: 


inA^^^ 


-("!')  <26) 


2.  Gruppe:  14        n  _  9.    Die  Formel  für  die  2.  Gruppe  kann 

noch  nicht  durch  Specialisierung  einer  allgemeinen  Formel  erhalten 
werden,  sie  wird  daher  in  derselben  Weise  abgeleitet  werden  wie  die 
bisher  gefundenen  Formeln  für  1,  2  und  3  Würfel.  Man  denke  sich 


Gomoll:   Formeln  für  mathemalische    Wahrscheinlichkeit. 


381 


die  Variationen  der  p  ten  Classe  zur  Summe  n  gebildet.  Bei  der  Be- 
rechnung der  Anzahl  /„y^)  derselben  werden  die  Formeln  (19) 
und  (18)  zur  Anwendung  kommen,  letztere  jedoch  in  folgender 
Schreibweise : 


^«,3 


(2) 


<•*:') -er) +( 


6^ 


Mit  1 


?i 


fangen  soviele 


.,     n— 8  [     Variationen 


•)7 


n— 1 

71—2 

•        • 

8 


} 


„     n — 7  [     an,  als  sich    i     7 


die  Zahl 


n  — 6  / 


:-("7VK"r)+G) 


mit  3  Würfeln 

werfen    las  st, 

d.  h. 


6 


C)  -Ö+C) 


Es  ergiebt  sich  also: 


("-/) 


^,.4<-^> 


frtA 


= «Cr) -(";')+ OCrVQ Co")    c. 

=  3(n-7)(«-8)  — i(n  — 7)(/i  -^)(«  — 9)  +  15(n-  8)  + 35 
=  (n-7)(«  — 8)13-^(7/ -9))+ 15  «-120  + 35 
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i^^^m  «  }(n— 7)  (n  -  8)(15  -n)  +  l5n  -  85  (28) 

3.  Gruppe:  19  ^  n  ^  14.    Nach  Formel  (23)  wird 

—  i(21— fi)(20— n)(n-13)  +  15(28— n)  — 85 
i,„4(3)  ==  ^(2 1  — n)  (20  —  fi)  («  ~  1 3)  —  15n  +  335  (29) 

4.  Gruppe:  24  ^  n  ^  19.   Durch  Specialisierung  der  Gleichung 
(25)  entsteht 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  2  und  3  Wfirfeln.  lässt  sich  auch  für  4 
Würfel  eine  einheitliche,  für  sämtliche  n  giltige  Formel  aufstellen; 
sie  lautet  .* 

'.  (V) + 

A^äiiC»  — 7)(n-8)(15-    n)  +  15n~85]  + 
^M=   ]  A:3[i(21--w)(20-n)(w -13)-I5n4-335J  + 

^  C'r)  ("> 

Hierin  ist: 


/w-ioy 

'.=[(V)r/)("vi^  ^  j 
'.  -  [(";')  rn  i'-n]  ^""'^ 
'.  -  [(70  et")  tn]  ^ ' ' 


Doch  nehmen  wir  nach  dieser  Abschweifung  wieder  den  vorhin 
unterbrochenen  Gedankengang  auf!  Es  handelte  sich  um  die  Auf- 
findung eines  allgemeinen  Ausdrucks  für  en.p^^).  Schreibt  man  die 
Gleichung  (18)  in  der  Form 

<....- «("7') -.(»-') +©("«') 


t 
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und  vergleicht  sie  mit  Formel  (27),  so  entsteht  die  Vermutung ,  dass 
das  allgemeine  Bildungsgesetz  iiXr  ht,p^^^  folgendermassen  lautet: 

.,. = e(;-)-..-.,  C-iyi'Q)  (;;?::)]   <- 

Zum  Beweise  dieser  Formel  nehme  man   wieder  an,   dieselbe  gelte 
bereits  für  (p — 1)  Würfel,  d.  h.  es  sei^ 

Man  denke  sich  die  Variationen  der  pten  Classe   zur  Summe  n  ge- 
bildet. 

Mit  1  ,  w- 1 


»» 


2  i   n— 2 


91 
9» 


^__(^«l+5.1)f  fangen  soviele  ,    ^^ 

=:n-(p+i)    \  Variationen    /  ^^^ 

n-(p+3)           l  an,  als  sich  \ 

n— (p-{-2)           I  die  Zahl       |  p-\-2 


9f 


n— 6 


^e(;:3-(.-.a)Ti:[(:)C;ö] 
e  et)  -<,-.  (;:S-+iiT(:)(;;t:)] 

werfen  lässt,  (  (P+^\ 

d.  h.        I  /^^.n 


V-2>) 


Es  wird   also; 


384 
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,.,,.e(;-)-,„-.(;-)+f(j+!) -(;:;)]  + 


■r=p+2 


i[a)(:;r-:)]+'r  [(:)(;:;;::)]+■• 


r  [0  (sr-:)] 

=  «a)-<.-..C:0+r!)  + 


:!'[(:)  CS"-:)] +:r[(:)C+l::)j 


+ 


05=6 


C)  (;;a] + . . . +310  es 


>+2  -X 


Der    letzte    Klaramerausdruck   iässt    sich   m    folgender   Weise 
formen : 

a)(;:D+(i)C:.'V-  +ef)C"j": 

'(Da)+G)r>  ■  +ef)(.v 


+ 

+ 
+ 


+ 


CT) 

n—9' 


= 0  Cid  +  (D  (;::) + ■ 


.t=P43 


V.M  Lp+S-^J 


Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  den  Gesamtausdruck  für  ^„,p<2)  er- 
hält man: 


hi,p 


(2) 


+"2  [CO  ci-a 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  Formel  (32)  für  (p-1)  Würfel  gilt. 
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sie  auch  für  p  Würfel  richtig  ist.  Nun  gilt  sie  aber  ausser  für  p  «  2 
auch  für  p^3  ^  4  —  1,  folglich  auch  für  p  «  4  «  5-  1,  folg- 
lich auch  für  p  =  5  =»  6—1  u.  s.  w.,  d.  h.  für  ein  beliebiges  p.  Man 
kann  Formel  (32)  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

Mit  der  2.  Gruppe  ist  auch  zugleich  die  {p  -  l)ste  Gruppe  er- 
ledigt, denn  aus  Gleichung  (23)  folgt: 

"3TC0  C\-::ir)]- 

Es  hätte  jetzt  die  Entwicklung  einer  Formel  für  die  innerhalb 
der  3.  Gruppe  gelegenen,  aber  noch  zur  1.  Hälfte  gehörigen  Augcn- 
anzahlen  n  zu  folgen.  Man  erkennt  jedoch,  dass  die  Formeln  sich 
mit  jeder  Gruppe  umfangreicher  gestalten  und  bald  die  Grenze  ihrer 
praktischen  Brauchbarkeit  überschreiten  werden.  Es  erscheint  daher 
zwecklos,  den  bisher  verfolgten  Weg  fortzusetzen,  um  auch  Formeln 
für  die  höheren,  diesseits  der  Mitte  gelegenen  Gruppen  abzuleiten. 
Anstatt  dessen  mag,  um  die  so  entstehende  Lücke  auszufüllen,  ein 
Verfahren  angegeben  werden,  das  zwar  keine  explicite  Formel  für 
if,,p  liefert,  aber  doch  verhältnismässig  schnell  und  einfach  in  allen 
praktisch  vorkommenden  Fällen  zum  Ziele  führt.  Vorausgesetzt  wird 
bei  diesem  Verfahren  die  Kenntniss  der  bei  der  Rechnung  vorkom- 
menden Werte  von  i  für  einige  kleinere  Würfelanzahlen,  etwa  für 
1,  2  und  3  Würfel;  aus  den  früher  aufgestellten  Tabellen  können 
jene  Werte  von  i  entnommen  werden. 

Man  setze 

p  —  r+8, 

worin  r  und  s  Würfelanzahlen  bedeuten,  für  die  die  zugehörigen  » 
schon  bekannt  sind.    Ferner  setze  man 

worin   nr  und   w«  Augenanzahlen   sind,    die  mit  r  bzhw.  s  Würfeln 
geworfen  werden  können.    Es  mögen  endlich  i„r  und  ins  die  Anzahl 
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der  Möglichkeiten  bedeuten,  die  Aagen  tir  und  n«  mit  r  bzhw.  j  Wür- 
feln zu  werfen. 

Es  ist  theoretisch  ganz  gleichgiltig,  ob  man  sich  die  Zahl  n  mit 
p  Würfeln  oder  gleichzeitig  die  Zahlen  wr  und  w«  mit  (r+i) Wür- 
feln geworfen  denkt,  nr  und  n«  können  eine  bestimmte  Anzahl  u  von 
verschiedenen  Wertepaaren  bilden.  Um  ein  beliebig  herausgegriffenes 
specielles  Wertepaar  nr  und  nt  zu  würfeln^  giebt  es  inr .  ins  Mög- 
lichkeiten. Nimmt  man  ein  anderes  Wertepaar,  so  erhält  man  ein 
zweites  Product  inr .  »tw.  Bildet  man  diese  Producte  für  jede  der 
u  möglichen  Zusammenstellungen  von  nr  und  n«  und  summirt  sie 
dann,  so  muss  offenbar  iu,p  herauskommen.  Symbolisch  lässt  sich 
dieses  Verfahren  darstellen  durch  die  Gleichung 

in,p  «*  £(inr  '  »»n),  (35) 

in  der  sich  die  Summation  über  sämtliche   möglichen  Werte  von  nr 
und  n«  zu  erstrecken  hat. 

Ein  Beispiel  möge  das  Vorstehende  erläutern.  Es  soll  festge- 
stellt werden,  wieviel  Möglichkeiten  es  giebt,  mit  j»  -«  5  Würfeln 
die  Zahl  n  «■  15  zu  werfen.  Man  wähle  r  «  2  und  »  =  3.  Als 
bekannt  vorausgesetzt  sind  die  in  der  Rechnung  vorkommenden 
Werte  von  i  für  2  und  3  Würfel.  In  nachstehender  Tabelle  (Ta- 
belle  9.)  ist  die  Rechnung  durchgeführt,  die  nach  dem  Voraasge- 
schickten  ohne  weiteres  verständlich  sein  dürfte.  Zar  Controlle  mag 
h5'5  ^^^^  ^^^^  °^^^  ^^^  allgemeinen  Formel  berechnet  werden.    15 


NO. 

n 

nr 

n$ 

hir 

'*if 

hir  •  t>n8 

1 

15 

2 

13 

1 

21 

21 

2 

15 

3 

12 

2 

25 

50 

3 

15 

4 

n 

3 

27 

81 

4 

15 

5 

10 

4 

27 

108 

5 

15 

6 

9 

5 

25 

125 

6 

15 

7 

8 

6 

21 

126 

7 

15 

8 

7 

5 

15 

75 

8 

15 

9 

6 

4 

10 

40 

9 

15 

10 

5 

3 

6 

18 

10 

15 

11 

4 

2 

3 

6 

11 

15 

12 

3 

1 

l 

1 

h5i5 

-= 

£{inr  ' 

ifti  =•  651 

Tabelle  9 
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gehört  gerade  noch  zur  2.  Gruppe,  es  ist  also  die  Formel  für  t^  «W 
anzuwenden.    Specialisirt  für  ^j  =-  5  lautet  diese : 

+ CD  CTO + CD 

n  «—  15; 
«     7-ft      r^-'^'^        8.7.6        ^^ 

rw~7->|       /-8-\       8,7.6.5 
V.   4    J"*  UJ  ■"  1  .  2  .  b  . 

-»^'^  CD- CD -Hl -^' 
-»-'CD-CD-h^-'»^  O-CD-'^ 

8■^        8.7.6.5 

=  70 


.      .    -  70 
o  .  4 


CD 


1.2.3.4 


CD  Cf 3  -  "^ 
CD  CTD  -  - 

CD='» 


4  CTD  -  ^»^ 

ijß,5  =  651,  wie  oben. 

Dieses  Beispiel  lässt  zugleich  erkennen,  dass  das  in  Tabelle  9.  durch- 
geführte Verfahren  fast  ebenso  schnell  und  vielleicht  noch  bequemer 
zum  Ziele  führt  als  die  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  für  in,p. 
Bei  Zahlen,  die  einer  noch  höheren  Gruppe  als  der  2.  angehören, 
die  also  noch  umfangreichere  und  verwickeltere  Formeln  erfordern 
würden,  dürfte  sich  dieses  Verhältniss  noch  wesentlich  zu  Gunsten 
jenes  Verfahrens  verschieben,  zumal  da  dasselbe  in  vielen  Fällen 
noch  einer  bedeutenden  Vereinfachung  fähig  ist. 

J6* 
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Ist  nämlich  p  eine  gerade  Zahl,  so  wählt  man  zweckmässig 

P 
r  -  ,  -  g. 

Da  alsdann  für  gkiche  Werte  Ton  nr  und  n»  aach  inr  nnd  ins-  gleich 
sind,   so  genügt   es,   die  Combinationen  der  2.  Classe  mit  Wieder- 

holang  aas   den  ganzen  Zahlen  von   r  bis  6r  oder  von  ^  bis  dp 

als  Elementen  znr  Summe  n  zu  bilden  nnd  das  zu  jeder  Complexion 
gehörige  Product  inr  -  h»  mit  der  entsprechenden  Pormntationszahl 
P  zu  mnltipliciren.  Die  Summe  der  Producte  P .  inr  -  ins  liefert 
dann  wieder  »>i,p,  so  dass  man  symbolisch  schreiben  kann : 

in,p=  2(P.tnr.insy  (36) 

Ein  Beispiel  möge  wieder  das  Gesagte  erläutern.  Es  soll  i^^  be- 
rechnet werden.  Vorausgesetzt  wird  die  Kenntniss  der  vorkommen- 
den tM,89  denn  man  nimmt  r  "-  «  *—  3.  Die  Bechnnng  ist  in  nach- 
stehender Tabelle  (Tabelle  10)  durchgeführt.    Zur  Gontrolle  ist  i^^^ 


[o: 

n 

nr 

ns 

P 

P, 

htr  •  ins 

1 

11 

3 

8 

1        21 

2 

42 

2 

11 

4 

7 

3        15 

2 

90 

a 

11 

5 

6 

6         10 

2 

12) 

t 

Tabelle  10. 

• 

ins) 

=■ 

252 

anch  nach  der  allgemeinen  Formel  berechnet  worden.    Dann   erhält 
man  (vgl.  Gl.  (24)): 

(lO-\       10.  9  .  8  .  7  .  6 
5j"l.2.3.4.5  * 

»iii6  ■"  252,  wie  oben. 

Das  Ergebniss  der  ganzen  vorhergehenden  Untersuchang    lässt 
sieh  folgendermassen  darstellen: 

1)  Ist  p-f  5_  n       /),  so  gelten  die  Formeln: 


G om oll:  Formeln  für  mathematische    Wahrscheinlichkeit,  389 

j ^ — -J  und  gleichzeitig  i9+10_  n  ^/j+5, 

so  kann  man  nach  folgenden  Formeln  rechnen: 

-  - « CID  -  <^- "  CID + T  [G)CT-D  ] 


und 


Bei  etwas  höheren  Werten  von  p  werden  diese  Formeln  indessen  so 
umfangreich,  dass  es  viel  vorteilhafter  ist,  auch  hier  schon  das  durch 
dio  Symbole  (35)  und  (36)  ausgedrückte  Verfahren  anzuwenden. 

3)  Ist  (^ j j  ^  w  ^p-f~10i   so  benutze    man    aus- 
schliesslich das  soeben  erwähnte  Verfahren. 


ht,p  =    { 


£(hts .  ins)      oder 
£{1 


Z  {Pinr  .  ins) 

Z{tnr  '  tns)      Odcr 


S  7p         1  — (— 1)P 

4)  Ist  endlich  6/?  ^  n  >  -^ ^7 ,  so  wende  man  die  Be- 
ziehung (6)  an: 

tn,p  ■=  »7p— n,p, 
t^n,p  "=■  Wlp—n,p. 

Den  Schluss  mögen  einige  Aufgaben  bilden,  in  denen  das  Vor- 
ausgehende zur  Anwendung  gelangt. 

1.  Aufgabe:  Es  soll  eine  Tabelle  der  Werte  von  e„,ö  aufgestellt 
werden  {p  —  5). 

Man  hat  folgende  Gruppen  zu  unterscheiden: 

1.  Gruppe:  10  ^  n  __5;        4,5  *=  I     ^     I- 

2.  Gruppe:  15  ^  «  ^  10;    eV..5  =  6  Q"^   ^  ""'^C*'  3 

'  +(DC7D+(D<'-'+C)- 
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3.  Gruppe:  17  ^  n  ^  15 ;     r^ö  ^^dnr.  insl 

>     > 

4.  Gruppe:  30  ^  n  ^  17 ;    *„,ö  -«  /^-m,5. 

Es  wird  hier  nur  für  eine  einzige,  beliebig  gewählte  Zahl  jeder 
Gruppe  die  Rechnung  durchgeführt  werden. 

1.  Gruppe:  n->  8; 

^'5  "  C4)  "■  C3J  ""  1.2.3  "■  ^^ 

2.  Gruppe:  n  =  12; 

"-' = ».  C70  -  CD  -  CD  -  hi  -  "< 
CTO  -  CD  -  CD  -  ^ 

6.5-. 

15 


CD = CD  -  Cft-D  • 
CD  -  CD  -  l±l  -  »> 


8^       8- 7 .6-5 


J-di    \^^J  -1.2.3. 


70 


6("     •  I    -60 


(TD  - 
CD  (tO  - 

CD  <"-»>= 


CD 


90 


105 


70 


Summe :    325 


CTD- 


*i2i6  —    305. 


I 
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3.  Gruppe: 

n  = 

17.  Man  wähle: 

r  «= 

2 

s  = 

3. 

17« 

■  2  4-15. 

.  1 

.10- 

'  10 

=» 

3  + 

14. 

.2 

.  15  = 

:  30 

— 

4  + 

13. 

.3 

.21  = 

63 

«= 

5  + 

12. 

.4  . 

.25- 

loo; 

— 

6  + 

11  . 

.5  . 

.27  - 

135 

— 

7  + 

10. 

.  6, 

.27  = 

162 

« 

8  + 

9. 

.5. 

25« 

125 

1  ~~~ 

9  + 

8. 

.4. 

21  - 

84 

— 

10  + 

7  . 

.  3  . 

15  - 

45 

= 

11  + 

6. 

• 

.  2. 

10  = 

20 

• 

— 

n  + 

5  . 

.  1  . 

6« 

6 

4.  Gruppe:  «  =  23; 

*23»5  =  ^5-23i5  ="  *12i5  =  ^05. 

In  Tabelle  11.  sind  für  sämtliche  möglichen  Werte  von   n  die 
zugehörigen  iw,5  und  m7w,5   aufgeführt.      Die  Nenner  der  gemeinen 

in  5 

Brttche,  durch  die  ^«,5  -=  -^  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze 
Zahlen  abgerundet.    Als  Gontrolle  kann  die  Beziehung 


benutzt  werden. 

«=30 

2    j,,,6  -  65  —  7776 
Tabelle  11. 

n 

4,6 

Wn,5 

n 

5 

1 

V7776 

30 

6 

5 

Vl566 

29 

7 

15 

Vm8 

28 

8 

35 

'Im 

27 

9 

70 

Vi« 

26 

10 

126 

%, 

25 

11 

205 

V38 

24 

12 

305 

V»5 

23 

13 

420 

Vl9 

22 

14 

540 

Vl4 

21 

15 

651 

Vis 

20 

16 

735 

Va 

19 

17 

780 

V,o 

18. 
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2.  Aufgabe:  Es  soll  unter  Benutzung   der  Tabelle  11.  eine  Ta- 
belle der  tM,io  und  ion.io  aufgestellt  werden. 

P  —  10. 

1.  Gruppe:  15  „  n  ^  10;     in.io  —  f     g    J- 

2.  Gruppe:  20  ^  n  1.15; 

■■■•  -<"I0  -<V')+CDC70+OCe°) 

Wie  man  sieht,  värd  die  allgemeine  Formel  so  umständlich,  dass 
man  besser  das  durch  Gleichung  (36)  ausgedrückte  Verfahren  be- 
nutzt. 

4,10  =  £(Ptnr'   im) 

3.  Gruppe :  35  ;^  n  ^  20.    Man    rechne   ebenfalls    nach    Glei- 
chung (36). 

4.  Gruppe:  60^  n  ^  35.    Man  wende  Gleichung  (6)  an; 

«n,10  ■=-  *70-n,10. 

Die  Rechnung  ist  hier  nur  für  je  eine  beliebige  Zahl  der  2. 
und  3.  Gruppe  durchgeführt  u.  zw.  für  die  Zahl  der  2.  Gruppe  auf 
doppelte  Weise,  um  den  Unterschied  in  der  Zahlenrechuung  bei  Be- 
nutzung der  allgemeinen  Formel  und  der  Gleichung  (36)  deutlich 
hervortreten  zu  lassen. 

2.  Gruppe:  n  «  17. 

1).  Anwendung  der  allgemeinen  Formel: 

--7 -10;     t    8   J  =  l.8j"^l2j^T.T  "^^' 

10^      rio-x      ^^ 


("70  -  CD  -  CD = 
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'-'-■  CV>- CD  -  CD  -  ^I -> 


.-,o=T,  cvD-CD-CD-HI 


21; 


8^     8.7.6.5 


CD  -  hh^-i  -  ^0: 

.-n  .  s,  C-/0  -  G) = CD = ?tI -1 


(a-\      9.8.7.6 
J  =  r:^T3T4='26; 

L4j=  1727374=  210; 

-" = H-.'D  =  CD = J-^  e^ 

rii~\  _  11 .  10 . 9 . 8 

KiJ-    1 .  2 .  3  ."T"  °°  ^^! 
V4y  1.2.3.4     —  ^s^^' 


/13\        13.12.11.10 

UJ°  1.2.3.4—°^^^? 


6  (70    .    270 
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9r\  rn-io 


O  CT  )-»■"> 

CD  Cl'O = '»» 

Q^\  (n-U)  =  1485 


CD 


=    715. 


Summe:     11430 


»17110=11-^40. 

"2.  Methode:  Anwendung  der  Gleichung 


Man  wähle  r  =  «  =  ö  =  ^• 


n  =  nr-f-^i«  •     •     -  ^-  ^nr  •  his 


17  =  5  + 12  .  .    .  2  .    1  .  305  =    610 

6+  11  .  .    .  2  .    5  .  205  =  2050 

7  +  10  .  .    .  2  .  15  .  126  -  3780 

8+    9.  .    .  2.35  .    70  =  4^00 


hirio  =  11340,  wie  oben. 
3.  Gruppe :  n  =  34; 

n  =  nr  -f"  Wf Pinr  •  *'«# 

34    =   5+29 2  .      1  .      5  =  10 

=    6+28 2  .      5  .    15  =  150 

=    7+27 2  .  15  .    35  =  1050 

=    8+26 2  .  35  .    70  =  4900 
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=  9+25 2  .  70  .  126  =  .  17640 

=10+24 2  .  126  .  205  =  51660 

=11+23 .2.  205  •305=  125050 

=  12+22 2.305.420=  256200 

=  13+21 2  .  420  .  540  =  453600 

=  14+20 2  .  540  .  651  =  703080 

=  15+19  .   ....  2  .  651  .  735  =  956970 

=  16+18 2.735.780=  1146600 

=  17+17 1.780.780=  608400 

*34,jo  =   4325310. 

Hat  man  nicht  nur  ein  einzelnes  tn,io  zu  berechnen,  sondern  eine 
ganze  Tabelle,  so  wird  die  Rechnung  dadurch  sehr  erleichtert,  dass 
man  eine  grosse  Anzahl  der  zu  addierenden  Produkte  bereits  aus 
dem  Vorhergehenden  eutuehme.n  kauu,  sie  also  nicht  mehr  besonders 
auszurechuen  braucht.  Im  vorliegenden  Fall  (n  —  :j4)  kommen  sogar 
sämtliche  Produkte  mit  Ausnahme  des  letzton  bereits  bei  vorausge- 
gangenen Zahlen  n  vor,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann. 

In  Tabelle  12.  sind  für  sämtliche  n  die   zugehörigen    /«.lo    und 


10 

1 

760466176 

;       60 

11 

10 

76046618 

59 

12 

55 

1/ 
/ 1099385 

58 

13 

220 

/274846 

57 

14 

715 

'/84568 

56 

15 

2002 

/302(I3 

55 

16 

4995 

Vl2105 

54 

17 

11340 

V6332 

53 

18 

23760 

1/ 
/854Ö 

52 

19 

46420 

Vl303 

51 

20 

85228 

V709 

50 

21 

147940 

7409 

49 

22 

243925 

V248 

48 

23 

383470 

Vl58 

47 

24 

576565 

Vl05 

46 

25 

831204 

V73 

45 

26 

1151370 

V52 

44 
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27 

1535040 

V39 

43 

28 

1972630 

V31 

42 

29 

2446300 

V26 

41 

30 

2930455 

V« 

40 

31 

3393610 

V18 

39 

32 

3801535 

'Ae 

38 

33 

4121260 

Vl5 

37 

34 

4325310 

Vl4 

36 

35 

4395456 

7.4 

35 

Tabelle  12. 

M?»i,io  =  g7ö'  verzeichnet.    Die  Nenner  der  gemeinen  Brüche,  durch 

wn,\(i  ausgedrückt  ist,  sind  immer  auf  ganze  Zahlen  abgerundet  Als 
Probe  kann  die  Beziehung 

tt=60 

-S    (%,io)  «  6><>=.604G6176 
»1=10 

dienen. 

3.  Aufgabe :  Im  Anschluss  an  die  soeben  erledigte  Aufgabe  soll 
noch  eine  Art  des  Würfelspiels  näher  untersucht  werden,  die  mau 
zuweilen  auf  Volksfesten  vorfindet.  Gespielt  wird  mit  10  Würfeln. 
Auf  10  Täfelchen  sind  die  möglichen  Augenauzablen  verzeichnet 
u.  zw.  in  folgender  Verteilung: 

Tafel  I.    10,  20,  30,  40,  50,  60; 
Tafel  IL    11,  21,  31,  41,  51; 
Tafel  III.    12,  22,  32,  42,  52; 
Tafel  IV.     1:3,  23.  33,  43,  53; 
Tafel  V.     14,  24,  3i,  44,  54; 
Tafel  VI.    15,  25,  35,  45,55; 
Tafel  VII.    16,  26,  36,  46,  56; 
Tafel  VIII.    17,  27,  37,  47,  57 ; 
Tafel  IX.    18,  28,  38,  48,  58 ; 
Tafel  X.    19,  29,  29,  39,  49,  59; 

Gegen  einen  gewissen  Einsatz  erhält  der  Spieler  eine  dieser  Tafeln 
eingehändigt.  Sind  alle  Tafeln  vergeben,  so  wird  ein  einziges  Mal 
gewürfelt.  Auf  jeden  Wurf,  ist  ein  bestimmter  Gewinn  ausgesetzt, 
der  demjenigen  Spieler  zufällt,  dessen  Tafel  die  geworfene  Augen- 
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anzahl  enthält.  Es  soll  nnn  ermittelt  werden,  wie  gross  für  jede 
Tafel  die  Wahrscheinlichkeit  ist.  w?i,  wu  ,  .  ,  wx  mögen  bezgl.  die 
Werte  derselben  für  Tafel  I,  II .   .   .X  bezeichnen.    Dann  ist 

^  ^  «^iojio+«^«(hio+«^80>io  +  •   •   •  +  ^eom 

"^  ßiö  (ho^io'THono  "T  •    •    •  +  *60uo)- 
Entsprechend  ergeben  sich: 

u.    s.    w. 

Die  Zahlenrechnung  liefert: 

6031368  1^  _  6034280       Jl  . 

""^  ""  60466176   ~  10'    "^^  ~  60466176  "^  10' 

6041905         1  6051330        1 

^"^  -=  6Ö466"176  ~  iö'    ^'^^  =  60466176 ~  iÖ' 

6058955         1  6061868         1 

""^  "  60466176  ~  iü'    ^^^  ^6Ö466T76  ^  iÖ' 

6058955         1  6051330        1 

^"  ^  60466176  ^  iÖ'    '"^  ==  60466176  ~T0  ' 

6041905         1^  6034280       2  . 

"'^^  ^  60466176  "^  10'     "^^  ^  60466176  "^  10 ' 

T>    V.        ^}    s       60466176       ^ 
Probe:    ^2;^  -  6Ö466176  ^  ^- 

Die  meisten  Aussichten  zu  gewinnen  bietet  also,  genau  genom- 
men, die  Tafel  VI.,  indessen  sind  die  Unterschiede  der  Wahrschein- 
lichkeiten für  die  einzelnen  Täfeln  ausserordentlich  klein ;  man  kann 
daher  sagen,  dass  durchschnittlich  jeder  10.  Wurf  ein  Treffer  sein 
wird.  Im  Vergleich  mit  der  gewöhnlichsten  Art  des  Würfel«piels 
mit  3  Würfeln,  bei  dem  jeder  Wurf  über  12  gewinnt,  sind  die  Aus- 
sichten im  vorliegenden  Falle  ungünstiger,  denn  dort  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit zu  gewinnen  gleich 
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6»  ntn^  "  216  ^  4* 

Aufgewogen  kann  diese  Ungleichheit  allerdings  durch  den  Wert  der 
Gewinne  werden,  der  im  ersten  Falle  ein  bedeutend  höherer  sein 
kann  wie  im  zweiten.    Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  hoch  die  Ge- 
wiBB©  wmk  dürfen  und  wie  sie  auf  die  einzelnen  Augen  verteilt  werden 
müssen,  damit  ein  vorteilhafter  Betrieb  des  Würfelgeschäfts  möglich 
ist.    Gesetzt  die  Gewinne  zerfielen  in  3  Gnippeit    Die  Gegenstände 
der   1.  Gruppe   mögen    die   höchsten  Werte   von  je  x  M  besitzen, 
diejenigen  der  2.  Gruppe  einen  mittleren  Wert  von  je  yM  und  die 
3.  Gruppe  den  kleinsten  Wert  von  je  z  M.    Die  Verteilung  der  Ge- 
winne  über   die  einzelnen    Augenanzahlen  wird  zweckmässig  in  der 
Weise  geschehen,  dass  auf  jede  Tafel  mindestens  einer  der  Haupt- 
gewinne und  ein  mittlerer  Gewinn  entfällt.    Natürlich  wird  man  die 
Hauptgewinne   auf  die  am  seltensten   vorkommenden  Zahlen  legen. 
Demnach  könnte  man  etwa  folgende  Einteilung  vornehmen: 

1)  Gewinne  zu  xM  entfallen  auf  die  Zahlen:  10,  11,  12,  13,  14, 
b\  56,  57,  58,  59,  60. 

2)  Gewinne  zu  yM  entfallen  auf  die  Zahlen:  15,  16,  17,  18,  19, 
50,  51,  52,  53,  54. 

3)  Gewinne   zu  zM  entfallen   auf  die   übrigen    Zahlen   von    20 
bis  49. 


Tafel 


Es  ist  anzu- 
nehmen, dass 
unter  6'® 
Würfen  ent- 
fallen auf 


ti 


ti 


1^ 


11 


1» 


)i 


11 


1) 


11 


I 

II 
II 

ivj 

v' 

VI 
VII I 

viir 

IX 
X 


«5(^011 0+^eOiloJ+y  •  *50>10+K%ilO+*30llO"l"^40iIo) 

Hl  »1  o"r  *(%  ii  o"T^i  1 J  o"r*4i  i  j  o) 

*62iJO"TK*2a>10"T*82»10"r*42iJo) 
*53il  0"l"^(%>10"r^38ilO+*43>lo) 
*54>10~r^(^4>l  0~t~^4il0'r*44?jo) 
h5'J0"l~^(^5il0+*35>J0"l~*45iI0) 
h6iie"r^(^26iJO'T%ilO"T*46ilo) 
*17il0"r^(*27iJ0~r*37il  0"r*47ilo) 
hSil  0+K*28n  o4*^88ilO~r*48ilb) 
*l9iJO"f"^(^9ilO"l"^9iie"r*49ilo)* 


1  ^-  '  *11>10 

-\-y 

4-y 

Gewinne 

Y  '  *l8il0 

+v 

im   Werte 

Ix  .  «j4,io 

+y 

von 

Y  •  •öSilO 

+y 

• 

i^  •  *56il0 

+v 

f  *  •  *67iJ0 

+y 

\  ^  •  *58il0 

+y 

sr-  .  »69110 

+y 
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Im  ganzen   hätte   also   der  Besitzer    der  Würfelbude   nach   6*® 
Spielen  an  Gewinnen  auszahlen  müssen  (in  M)i 

w=14  ti=60 

A-x[    2    {tnuo)+      ^      (*n,io)] 
w=10  n=ö5 

♦»=54  M=19  n=i9 

+y[    2    (4.io)+  ^    (4,io)]  +  «   ^  '*n,|ft) 
«=60  «=15  it=^ 

=  4004  a:  +  260260s^  +  60201 912« 
Zur  Abkürzung  führe  man  ein: 

a  =  4004  ;    b  «  260 260;     c  «  60  201 912. 

Dann  eigiebt  sich: 

A  =»  ctx-\-hy'\-c.z 

Es  bezeichne  e  den  für  jede  Tafel  zu  entrichtenden  Einsatz  in  Jlf, 
-ß=  lOe  .  6^^  die  Gesamteinnahme  bei  6'^  Würfen,  g  den  Gewinn 
des  Unternehmers  bei  jedem  Spiel  in  M  und  6r  =^  .  6'^  den  Ge- 
samtgewinn bei  6*"  Würfen.    Dann  besteht  die  Gleichung: 

A'\-G^E    oder 
ax+hy+cz^g  .  6^»  =-  10c  .  6»<> 
ö«+*y  +  CÄ  =  6*0(i0e— ^)  — C  (37) 

Der  Besitzer  der  Würfelbude  muss,  um  das  Publikum  anzulocken, 
einerseits  darauf  bedacht  sein,  die  Hauptgewinne  möglich  gross  zu 
machen,  während  er  andrerseits  darauf  sehen  muss,  dass  die  Ge- 
winne z  der  3.  Gruppe  nicht  zu  niedrig  werden.  Man  wird  daher 
die  Gleichung  (37)  in  der  Weise  benutzen,  dass  man  z  annimmt 
n.  zw.  so  klein,  als  gerade  noch  angemessen  erscheint;  alsdann 
kann  man  zwischen  x  und  y  eine  Beziehung 

X  «*  my 

festsetzen  und  darauf  der  Reihe  nach  x  und  y  berechnen.  Man  er- 
hält also  aus  Gleichung  (37): 

y{am'\'b)'\-oz  •=»  C 

am'\-  b 

m(C'-c2) 

ju  ^ TT"* 

am-f-o 

Üeber  die  Grössenverhältnisse,  die  bei  dieser  Aufgabe  vorkommen 
können,  mag  ein  Zahlenbeispiel  Aufschluss  geben. 

Es  sei: 
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«  —  0,1  J»f 

^  —  0,3  M 
«  —  0,5  -Äf 
m~  2. 

C  =  42  326323,2 
c.  2  =  30100956,0 

C— <j»  —  12225367,2 

ma  —  8008 
i  =  260260 


Dann  wird: 


ma+b  »  268268 
y  —  45,57  M 
z  —  91,14  ili. 


Also  selbst,  wenn  jeder  der  11  Hauptgewinne  ca  91  M  und  jeder 
der  10  mittleren  Gewinne  rund  45  M  wert  wäre,  könnte  man ,  falls 
die  Gegenstände  der  3.  Gruppe  einen  Wert  von  nur  50  pf  besitzen, 
doch  auf  einen  durchschnittlichen  Verdienst  von  30  pf  bei  jedem 
Spiel  rechnen.  Natürlich  wird  man  jene  Werte  für  x  und  y  nur  als 
obere  Grenzen  aufzufassen  haben,  von  denen  man  sich  in  praxi  in 
angemessener  Entfernung  zu  halten  hätte.  Denn  durchschnitt- 
lich zwar  würde  der  Verdienst  bei  jedem  Spiel  30  pf  betragen, 
zeitweise  aber  könnten  doch  empfindliche  Verluste  eintreten,  die 
umso  bedenklicher  wären,  als  die  Zeit,  nach  der  sie  sich  wieder 
ausgeglichen  haben  würden,  unter  Umständen  eine  recht  ansehnliche 
Anzahl  von  Jahren  betragen  könnte. 

Johannes  Gomoll. 


Aufgabe:  Eine  Formel  für     £  IkkJ^^'^^A  ^^2^^®^^^°- 
Man  setze:    n=Äj-fp.  (l) 

Dann  wird: 
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XXX  VI. 


Anwendung  der  Simpson'schen  Formel  auf  die 
Berechnung  des  Cylinderhufes. 


Von 

Oberlehrer  Graeber  in  Böxter. 


I. 

» 

Der  Cylinderhuf,  dessen  Grundfläche  ein 

Halbkreis  ist. 

Figur  I.  Lege  durch  die  Höhe  des  Hufes  CD  =  h  und  durch 
den  Mittelpunkt  M  des  zum  ganzen  Cylinder  gehörigen  Grundkreises 
mit  dem  Halbmesser  r  eine  Ebene  und  zu  dieser  durch  A  und  B 
gleicb laufende  Ebenen,  so  ergiebt  sich  nach  der  Simpsonschen  Formel 
für    den  Inhalt  des  Cylinderhufes: 


A  ,  ihr    ,    \  2r       2r 


2rVi 
3 


Diese  Formel  ist  hier  anwendbar;  denn  die  Formel  für  jeden 
zu  einer  der  Endflächen  im  Abstände  von  x  gleichlaufend  gelegten 
Querschnitt  tiberschreitet  den  dritten  Grad  von  x  nicht. 

Es  sei  A  C'D'M'  der  Querschnitt  und  C^  D'  =  h\  D'M*  =»  ',. 
j^'  :B  -=-  X,    Da  A  CDJkf  cv.  A  C  D'  M'  ist,  so  ist 

h  :k'  =  r  ;  j:     oder     h*  ==   -r —  ; 

niitbin  ergiebt  sich  für  den  Querschnitt; 

^rchiT  d.  Math.  u.  Phya.    2.  Reihe.  T.  XVII.  26 
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h'  .8         h.s» 

Nun  ist 
also 


4 

"    8r    • 

4   " 

"  jB(2r  —  «)> 

A'« 

Ä.fl!(2r— a:) 

4    " 

2r 

d.  h.  dio  Qaerschnittsformel  ist  nur  Yom  zweiten  Grade,  also  ist  die 
Simpson'sche  Formel  anwendbar. 

Um  den  Mantel  des  Cyliaderhufes  zu  berechnen,  zerlege  den- 
selben in  sehr  kleine  Dreiecke  5^1 ,  g^^  g^^  g^  .  .  .  tind  verbinde  die 
Eckpunkte  mit  dert  Milldt)üükte  M. '  Det  ^tlie  K0i*fr6r  ist  dann  in 
Pyramiden  zerlegt,  deren  Spitzen  alle  in  M  liegen  und  deren  Grund- 
flächen zusammen  den  Mantel  ausmachen.  Die  Höhen  aller  Pyra- 
miden, wie  leicht  ersichtlich,  ist  gleich  r.  Der  Inhalt  desCylinder- 
hufes  ist  demnach  äu(;hi 

r  r 


wo  mit  M  der  Mantel  des  Cylinderhufes  bezeichnet  ist;   mithin  ist, 
da  V  «  — ö—  ist, 


Mr 
3 

- 

2r«. 
3 

h 

oder 

M 

«, 

2rÄ. 

IL 

Der    Cylinderhttfy    dessen   Grundfläche    ein    Kreissegment    ist 

Figur  2.  Der  zu  dem  Kreissegment  ADB  gehörige  Gylinderhuf  ist 
ADBC.  Zeichne  im  Grundkreise  Durchmesser  A^B'  ||  AB  und  lege 
durch  A'B'  eine  zum  Grundkreise  senkrechte  Schnittebene)  welche 
die  Ebene  ABC  in  EE'  schneidet,  und  durch  EE*  eine  mit  dem 
Grundkreise  gleichlaufende  Schnittebene  EFE\  Nun  ist  der  ganze 
Cylinderhuf  in  drei  Teilkörper  zerlegt: 

r,  =.  EE^FC,    v^  —  A'B'  DFEE'     und    v^  ^  ABB*A'E'E, 

mithin  ist 
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»i  stellt  einen  Cylinderhuf  dar,  dessen  Grundfläche  ein  Halbkreis  ist ; 
also  ist  nach  I..  vj  =  |r*(Ä— ä')?  wo  CD  «=  h  und  FD  =  hJ  ist. 

vg  ist  ein  halber  Ereiscylinder,  also 


v^  = 


2 


Zur  Berechnung  des  Teilkörpers  v^  ergänze  den  Teilcylinder 
ABDFEE*  zu  dem  vollen  Cylinder,  dessen  Grundfläche  der  Gruud- 
kreis  um  M  und  dessen  Höhe  li'  ist.    Es  ist  dann 

r^nh' 
v^  —  — ^ ^4,    wo    v^  —  EE'F'D'BA  bedeutet. 

Den  Körper  v^  teile  durch  drei  Schnittebenen,  von  denen  die  zwei 
durch  A  und  B  gelegten  senkrecht  zur  Schnittebene  A'B'E'E  sind 
und  die  dritte  mit  A'B'E'E  gleichlaufend  durch  Linie  AB  gelegt 
ist,  in  vier  Teilkörper;  diese  sind  v^^  EHJB^  v^  =  E'H'J'  A, 
üg  «  Prisma  liJBH\fA,  v^  =  Teilcylinder  ABD'F'J'J-,  mithin  ist 

Der  Körper  v^  lässt  sich  nach  der  Simpsonschen  Formel  berech- 
nen; denn  die  zur  Ebene  ^JÄ  gleichlaufenden  Querschnittsflächen 
überschreiten,  den  dritten  Grad  nicht,  wie  oben  in  I.  bewiesen  ist. 
also  es  ist: 

HJ .  JB   ,    iKL  .  LN  .  ..\   EH 

6 


/HJ .  JB   .    4:KL  .  LN  ,     \   El 
V,  «  [-—^  +  2 -^ j     6 


oder,  wenn  für 


8'  __  ..        __         8" 


HJ  =  T-,      JB  =  h',     KL  =  — ,     LN^  Ä",     AB  =  2HM' 
gesetzt  wird: 


8 


8 
,'1.*  A  o"J."\    »• O 


Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke:  ODC  c<  HJB  c\:^  KLN  ergiebt 
sich: 


«' 


A'  :  -  «=  7i  :  a ;     wo     DO  =  a     ist, 


h    :  2"  =  Ä  ;  a;    hieraus  folgt: 

26* 
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Ä'   = 


Ä" 


$'  .h 
2a 

2a 


Setzt  man  diese  Werte  für  A'  and  h"  in  Gleichung  1.   ein ,  so  wird 


V«Ä  .   4#"«Ä\''     2 


/     6 


oder      t,,«(^^+-4-)-24^     2. 


Es  ist: 


,*i 


4r«--«« 


/'« 


«•--r 


S  8 

r r 


2r — «      6r-|-« 


oder 


4   ""  16 

Diese  Werte  in  2.  eingesetzt,  giebt: 


/4r2-#«    ,    I2r«-4r«-»a\  (2r  — ä)A 
.,=.(^-^— + 4 j"^4"a"      ^^«^ 

t,5  =  (8r«-2r.s-,«)^-^^^^^^     oder 

4o  a 


Für  das  Prisma  vg  erhält  man: 


48  a 


s'  h!  s'h 

vq  •=  —jT  .  «    oder  da    h*  =  ,^    ist, 


2a 


#'«*  .  Ä 


.'2 


vg  =  -jT .  HerWertfür  7"  aus  3.  eingesetzt  giebt: 


«»6 


4r*#  —  «' 
8^~" 


12r^f-3g» 
24  a 


4. 


Der  Teilcylinder  v^  wird  berechnet  aus  der  Gleichung  : 

v^  «  l^^^r-*^'^^''^  .  h\  wo  P=  2r7r  und   b  =  Jl^  igt 
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Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ODCcv  OMM'  folgt 

ä'  :  a  —  r  ='  h:  a    oder 

h'  -  ^°-'•^^  6. 

a 
Nuu  ist 


»7 


2  r*7C        Ar        Ä  (a  —  rj 
2      ""2  2 


^-^^^*    oder 

a 

(a  —  r)Ä 


7. 


«7  =  [2r*jr(a  —  r)  — i,r(a-r)— (a^Ä-fr»«  — 2ars)]      j, 

Mit  12  er^®^^®^^- 

i;7=[24r*7t(a-r)  — 12ir(a  — r)  -  12a2«  — 12r««  +  24ar#] 

(a  —  r)Ä 
""24^ 

Setzt  man  in 

die  Werte  für  «5,  vq  und  Vrj  aus  4.,  5.  und  7.  ein,  so  erhält  man 
1^4  -=  [16r3-l2r««  +  24ar«  — ?*»-12a««  +  24r«^(a-r) 

-I26r.(a~r)]^ 


Es  ist 


„2 

-  «  a  .  (2r— a)  «-  2ar  — a*,     oder 

4 


«« 


2  a  r  «=  j-  +  a* ;  8. 

mithin 

24ar8«3«»+12a*# 

Dieser  Wert  eingesetzt,  ergiebt 

t;4  =  [16r3— 12r««+«'+24r27r(a-r)  -  126r(a-r)]  ^j^ 

173  «-  — ^ r* 


a 


erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  6.  und  9. 

Ü3«  [— 16r3  +  l2r««-#»-12r2n;(a~r)4.l26r(a-r)]^ 

Setzt  man  nun  die  Werte  für  vj,  v^  und  vg  ein  iu 


10, 
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SO  erhält  man 

Aus  der  Aehulichkeit  der  Dreiecke:  ODCco  MFC  ergiebt  sich 

{h—h')  :r  ^  h:  a    oder 

a 

Dieser  Wert   uud  der  Wort   für  ä'  aus   6.  in   der   Gleichung    für  v 
eingesetzt,  ergiebt: 

16r»Ä        12r^7t(a-r)h 
^  '^     24a    "^  24a 

-j-[_16r»  +  12r«*— «»-'l2r*T(a-r)  +  12Är(a— r)]  ^ 

oder 

t;  «   [I2r«#  -«»+12Är(a  — r)]  j;j^ 

Hieraus  ergiebt  sich 

Für  den  Cyliuderhuf  mit   kreisförmiger    Grundfläche   ist   b  =»  2rw, 
a  —  2r,  #  —  0  und  Gleichung  11.  wird 

Ist  &  -^  r TT,    a  »  r,  «  »  2r,  so  erhält  man  aus  11.  die  Inhaltsformel 
für  den  Oylinderhuf  mit  halbkreisförmiger   Grundfläche  wie  I,    also 

Um  die  Mantelfläche  des  Gylinderhufes  zu  berechnen,  zerlege  die- 
selbe wieder   wie  in  I.  in  sehr  kleine  Dreiecke  g^,  g^^  ^|,  ^49 .    .    . 
und  verbinde  die  Eckpunkte    mit   M\  dann  ist  der  Oylinderhuf  in 
Pyramiden  zerlegt,    deren   Spitzen   alle  in  M'  liegen.    Die   Höhen 
aller  Pyramiden  mit    Ausnahme  der  Kreissegmentpyramide,    deren 

Grundfläche  das  Segment  ABB  und  deren  Höhe  h*  ist,  sind  gleich  r. 
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Mitbin  ist  auch 

Ferner  ist 

h 


t.-(12r«#~.t«4-126r.(a-r)]  :^^ 

DtT   Ausdruck    (^i+fl'i+^s+fl'*  +  •   •  .)  ^©zeichnet  die   Mantel- 
fl&die  M  des  Cyli^de^h^fe6. 


Der  Wert  für  h'  aus  6.  eingesetzt,  <H"gicbt: 

oder 

i»/  ^  r=  [8r««-  #»  +  86r(a-rr)  — 4a«#+Farj]2j^  12. 

Aus  8.  folgt: 

8ar#  =  #'-j-4a*« 

Dies  in  li\  eingesetzt,  giebt 

oder 

M=  [rß+bia  — r)]  -  13. 

Der  Mantel  des  kreisförmigen  Cylinderbufes  ergicbt  sich  aus  13.  für 
a  »-  2r,  6  —  2r;c,  5  —  0;  also 

Für  a  —  r,  *  «  rjr,  s  =  2r,wird  18 


AT  —  2r/4] 


^ . 


Dies  ist  der  Mantel  eines  halbkreisfönfiigen  Cylinderbufes. 
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III. 

In  I.  ist  der  Cylinderhuf  für  den  Fall  a  -^  r  und  in  II.  für  den 
Fall  a"^  r  behandelt  worden,  in  III.  folgt  die  Behandlung  für  den 
Fall  a  <;,r. 

Figur  III.    Der  Cylinderhuf  habe   zur  Grundfläche  das  Segment 

ADB  und  die  Höhe  CD  =  h.  Ergänzeden  Cylinderhuf  zu  einem  sol- 
chen mit  der  halbkreisförmigen  Basis  EFE*  und  mit  der  Höhe6*jP=  h! 
und  lege  durch  Linie  AB  eine  zum  Halbkreis  EFE'  senkrechte 
Ebene,  die  den  Halbkreis  in  A*B'  schneidet.  Bezeichne  den  Inhalt 
des  zu  berechnenden  Cylinderhufes  mit  v,  den  Cylinderhuf  mit  halb- 
kreisförmiger Basis  mit  Wj,  den  Kreissegment-Cylinder  ADBB'  FA* 
mit  vj  und  den    Teilcylinderhuf  i:J£J'-öilMÄ  mit  v^.    Es  ist  dann 

Die  Inhaltsformel  für  v^  ist 
Die  luhaltsformel  für  v^  ist 

hr       (r  —  a)8 


«^2 


J(Ä'-Ä), 


ß  2 

wo    AB  >=>  A'  B'  =  8,  DO  =-  a,  also 

MO'  «  FM"  FO'  =  r  -  a,     und     ADB  =  b  ist. 

Zur  Berechnung  des  Teilcylinderhufes  v^  zerlege  denselben  durch 
zwei  durch  A  und  B  gehende  und  zur  Ebene  EFE'  seukrechte 
Schnittebenen  in  zwei  gleiche  Körper 

1^4  «  AA'  HE  =  BB'  H'  E'     und 

in    das  gerade  Prisma  vg,    dessen    Grundfläche   AA'H  und   dessen 
Höhe  A*  B*  ^  8  ist,  so  dass  : 

Für  den  Körper  i?4,  wie  leicht  aus  der  Figur  III.    ersichtlich,    gilt 
die  Sirapson'sche  Regel ;  mithin  erhält  man 


\A'H  ,  AA'   ,    4:KL  .  JL       ' 

^^={—2 + 2-  —  +^ 


EH 


s" 


Setzt  man  A'H=2M0'  ^r  —  a,  AA'  ^  h'  ^h,  KL  ^  ~,  JL  «  h", 
EH  —  r  —  -,  80  ist 
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409 


Vi 


(r  -  a){h'-h)    ,    As'  h"   *■     2 


+ 


Aus   der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 


16. 


folgt : 


00'M(>o  CDO    und    JKL  cvj  COD 
(ä'  —  h)  :  (r  —  a)  =  h:  a    oder 

h'  —  h  = und 


Ä"  :  ^  ==«  Ä  :  a    oder 
K"  -  ''^ 


Diese  Werte  in  16.  eingesetzt,  giebt 


Va 


(r— «)«    ,    4 


2a 


+ 


5 


"2 


8a 


2r— « 
~12~ 


.  Ä 


Nun   ist  (siehe  II.  3.): 


/'« 


12r2--4rÄ-52 
16 


;    also  ist 


Va 


\r—af       12r2-~4r^  — ^2 
2a      +  8a 


2r  — 


« 


12 


Ä,    öder 


2r 5 

^4  =  [16r2  —  8ar-|-4a2  —  4r«  — «^j  ;^7; ä 


96  .  a 


Mit    (2r-~«)  die  Klammer  multiplicirt,  giebt 


h  ' 

v^    =  (32r»  — 16ar2  +  8a2r  — 24r2«  +  2r«*  +  8ar«-4a2«-fs3)g^^ 

Aus   II.  8.  folgt 

8ar»  •=»  «'-["  ^^** 

Dies   eingesetzt  und  mit  2  gekürzt,  giebt: 


^4=  (16r3^8a2r  +  4a*r-l-2r2«+rs«  +  s3) 


48a 


Nach  IL  8.: 


8ar2  =s  rs^-^i^a^r^     also 


t;4  «  (16r3  — 12r2«  +  «») 


48  a 


17, 
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h' 


M 


[— 2r*4-f«  — »•»(o — r)-j-6  .  (a— r)]  — ^^     oder 


M=  [r(,-  2r)+(a-r)(6-r«)]-^ 

et  ^^"  » 

Aus  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke:  OMM*  oo  M'FC  folgt 
Ä' :  a  —  r  «  (Ä  —  Ä') :  r    oder 

^'  «  . .     mithin 

r 

Für  a  =  r,  «  «  2r,  ft  =  r  .  ^  ist  3f  =»  0 

Für  a  =  2r,  «  =  0,  Ä  —  2Ä'  ^ 

ft«2r^j    "^ 

JI/=  [-2r«  +  r«7r]  —  =  (rM'-2rÄ') 

Berechnung   der   Mantelflächen   AEA'    und    i^JS'i?'    des    Teil- 
cylinderhufes  t?s  =-  EE'  B'a'  AB,    (Siehe  Figur  III.) 

Zerlege  die  Mantelflächen  M  in  sehr  kleine  Dreiecke  und    ver- 
binde die  Eckpunkte  mit  M.    Es  ist  dann 

r    .                    r '—'  a                               (t  —  d)h 
»s  -  ü/g  +«(A' -ft)  —3-,    da    A'-A  =  '— ^ 

ist,  so  erhält  mau 

T  h 

Nach  III.,  18.  ist 
Hieraus  folgt: 
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Dies  eingesetzt,  giebt: 


mithin  ist 


Jlf  —  (2r«  — rs)- 


Setze  für   A  —  — : 

r 


Afoo  (2r2— r*)  — 


Für  o  =  0,  ist  «  =•  0,     also    Af  —  2rÄ'. 
Für  a  =-  r,  ist  *  «  2r,     also     üf  «  0. 


V. 

Berechnung  des  Inhaltes  des  Cylinderhufes ,  dessen  Grundfläclie 
eine  halbe  Ellipse  ist.    Figur  IV. 

Es  ist  Diy*  «  2a  die  grosse  Achse  und  AB  «■  2b  die  kleine 
Achse  einer  Ellipse,  CD  ^  h  die  Höhe  des  Cylinderhufes,  A  CDM 
die  mittlere  Querschnittsfigur. 

Nach  der  Simpsonschen  Regel  ist  dann: 

2ahh 


V 


3    • 


Die  Simpson'sche  Regel   ist    hier   anwendbar,   denn  jeder   zu 
A  CDM  parallele  Querschnitt  überschreitet  den  dritten  Grad  nicht. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CDjif  und  C^  D'  M^  folgt 

ux 
a 

Dieser  Wert  für  h!  wandelt  die  Flächeninhaltsformel  für 

CsC'B'M'  «^  um  in: 

Nun  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  dessen  Coordinatenanfangspunkt 
A  ist: 
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^  H 7i —  =»  1 ;  hieraus  folgt 

d.  h.  jeder  zo  ^  CDüf  parallele  Querschnitt  ist  vom  zweiten  Grade 
inbezug  auf  die  y^^chse. 

Nunmehr  lässt  sich  auch  der  Inhalt  eines  aus  einem  schiefen 
Gylinder  ausgeschnittenen  Cylinderhufes  mit  halbkreisförmiger  Grand - 
fläche  leicht  bestimmen.    Figur  Y. 

Man  legt  durch  AB  —  2r  den  Normalschnitt;  dieser  ist  eine 
halbe  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Achse  MD'  —  a  und  deren  kleine 
Achse  AB  »  2r  ist.    Es  ist  dann: 

Cylinderhuf  ADBC  —  Cylinderhuf  AD'BC  —  Cylinderhuf  AD' BD. 

Es  ist: 

2orÄ'  ,         _^_       2ar(Ä") 

AiyBC^^—^    und    ^D'ÄJO  —  — ~— % 

also  ist  Oylinderhuf 

2arh*       2arh"       2ar(h''-h")       , 
ADBC  =  — ^ ^-  = 2 oder 

V  —  5 — ,      WO     Ä  —  Ä'~  Ä"  ist. 

o 

Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel ,   den  die  beiden  Ebenen  ADB 
und  AD'B  bilden  mit  a,  dann  ist  a  —  rcosa,  also 

_        2r*cos«^ 


VI. 

Schwerpunktsbestimmungen. 

Sieht  man  den  Cylinderhuf  als  ein  einseitig  schief  abgeschnittenes 
grades  Prisma  an,  so  ergeben  sich  nach  den  Sätzen: 

1)  Der  Mantel  eines  einseitig  schief  abgeschnittenen  graden 
Prismas  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Umfange  des  Mantels  und 
der  durch  den  Schwerpunkt  des  Urofangs  der  Grundfläche  gehenden 
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Ad^se  deä  Pridtttäs.  2)  Der  RamrilflhälC  eluefi  dUSditig  ücbidf  abge- 
schdtltenäil  ^r^iden  Prismas  ist  gleich  dem  Produkt  aas.  der,  Grund- 
fläche önd  der  durch  den  Schwerpunkt  derselben  gehenÜen  Achse, 
folgende  allgemeine  To'hkielli 

1}  for  den  Hantel    M  ^u   m 
2}  ffir  den  Rauminhalt    V  '-»f  .m^ 

wo  u  der  Umfang  des  Mantels  und  f  die  Grundfläche  des  Prismas, 
m  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Umfangs  d^s  Mantels  beziehungs- 
weise der  Grundfläche  gehende  Achse  bedeutet. 

^1.    Der  Schwerpunkt  der  Halbkreisfläche.   Fig.  VI. 
Mit  Rücksicht  auf  I.  ist  ffir  den  Cylinderbuf^ 

'  .11. 

Aus    h:tn  =  r:x,    wo  a;  diei  Entfernung  des   Schwerpunktes   der 

Grundfläche  vom  Mittelpunkte  des  Grundkreises  ist,  ist 


hx 
X  « 

r 

Man  erhält: 

2r» 

oder  da    /  — 

8    »*' 

Ar 
"=3«- 

2.    Der  Schwert)ttnkt  der  Öalbltreislinie. 

Aus  I. 

idt: 

. 

üf  —  2rÄ, 

mithin 

X  ,  m  =2 

rk    oder 

r 

^A;    also 

2r8        2r 

X  «= 

ti               7t 

3.    Der  Schwerpunkt  eines  Kreissektors.    Figar  VII. 
Nach  III.  ist: 
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Schneidet  man  au9  diesem  Körper  die  Pyramide,  deren  Grandfläche 

h's  Cr  —  a) 

AÄ'B'B  und  deren  Höhe  r  —  a  ist,  also  Pyramide  = ^—  aus, 

so  erhält  man  für  den  übrig  bleibenden  Körper 

V  —  (8r'— «')rs ö ,    oder    da    h'  —  ist, 

»  -  (»r3—,9\  —  _  ^L=L?)!*    oder 

t,  -  (er8  -  ,3)  ^  -  (4  r«  -  *3)  A  ^     mithin 

Die  Hälfte  von  t?  ist  ein  pyramidenartiger  Körper,  dessen 
Grandfläche  der  Kreissektor  und  dessen  Höhe  h'  ist.  Auch  f&r 
diesen  gilt  die  Formel     F  «  /*  *  w» ;  also  es  ist 

Es  ist    h:m  '^  a:  X    oder 

hx 
m  «  — ,    mithin 

r^(2r  — g) 
"^    "  67""' 

Dies  ist  der  Abstand  des  Schwerpunkts  vpn  einem  Grenzradius. 

ber  Schwerpunkt  liegt  auch  auf  der  Winkelbalbircttden  des 
Kreissektors. 

Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  der  Kreis- 
fläche zu  berechnen,  bestimme  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke MSP  und  B'F*E\  PS  ^  x  aus 

MS  «  aj',    B'E'  =  s'    und    FE'  «    ^T"*;    es  ist 

2(2r-s)x' 

" 277'— 

Setzt  man  die  Werte  für  x  einander  gleich,  also 

(2r_--Äy        r^(2r  —  s) 
'2s'        ^         6/       ' 
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hr 
SO  ergiebt  sich,  wenn  noch  für  f  '^  -w  gesetzt  wird : 


X 


2r  ./ 
3  .  b 


r  .  8 


3  •      b    ' 


4.    Der  Schwerpunkt  eines  Kreissegments.     Fig.  VIII. 

Der  Inhalt  eines  Cylinderhufes ,   dessen  Grundfläche  ein  Kreis- 
segment, ist  nach  II: 

Bezeichnet  x  den  Schwerpunktsabstand  vom  Centrura,  so  erhält  man 


h(x-{'a  — r) 
m  « ,    also 


a 


f  ■ 


Ä(aj-}"^ — ''^ 


a 


I 

2'* 


X 


=  2a I*  y^  ^2)  "^  *^(«-"^)    »  hieraus  folgt: 


Für    /  =«  Y  "1 2  ~  ®'*ßi®ht  sich : 


2 


X  = 

Nun  ist 


8 


•2 


~"  12^'*'+^'*'*"'''^ 


f 


8' 


2ar  =-  j  +  a^;  dies  eingesetzt  giebt 


X 


8^ 


5.    Der  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens. 
Die  Mantelfläche  eines  Cylinderhufes  ist  nach  IL: 

3f  =  -  \(a  —  r)i  +  r«l  =»  U  ,  m. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn 

h{x-\-a  —  r) 


m  « 


a 


und  C/  =  6  gesetzt  wird : 


Arcb.  d.  Math.  u.  Phys.    2.  Reihe.    T.  XVII. 
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Dies  ist  der  Schwerpanktsabstand  eines  Kreisbogens  vom  Mittolpunkt. 


6.    Schwerpnnktsabstand  eines  halben  Segments  vom 

Halbirungsradins.    Fig.  IX. 

Um  diesen  zu  finden,  benutze  man  aus  III.  die  Gleichung 

Ferner  mit  Rücksicht  auf  die  Verhältnisgleichung: 

mix  ^  h  :  a    oder 
X  .  h 

m  — ergiebt  sich  aus 

h 
•        4öa 

4b/- 

7.    Schwerpnnktsabstand  eines  Kreisabschnittes,  der  vom 

Durchmesser  und  einer   diesem  parallelen  Sehne   und  den  zwischen 

diesen  Linien  liegenden  Kreisbögen  begrenzt  ist.    Fig.  IX. 

Aus  III.  ergiebt  sich 

hx* 
Für  m  =  —  eingesetzt  giebt: 


x' 


Uf    ' 


8.    Schwerpnnktsabstand  vom  Mittelpunkt  des  in  Figur  X. 
ausgezogenen  Linienzuges  zu  bestimmen. 


Aus  IV.  erhält  man 


hr 
M  =  —  (2r— «); 


a 


hierzu  addire  man  das  Uechteck  aiji*  —  /i),  dann  ist  die  volle  Mantel- 
fläche: Fig.  IX. 
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a 
Man  erhält: 

M'  ■=»  -  (2r^  — a«);  mithin  ist,  wenn  in: 

iym  =  —  (2r2  — a*)    für    m  =  —  gesetzt  wird, 

2r2-a,  .... 

05=  — p ,     WO     u=^b-\'S     ist. 


9.    Schwerpunktsabstanti  eines  Kreisabschnittes,  der  von  zwei 

parallelen   Sehnen  und    den    zwischen  ihnen   liegenden    Kreisbögen 

begrenzt  ist,  von  einer  der  Begrenzongssehnen.    Fig.  XI. 

Es  muss  zunächst  derjenige  Teil  eines  Cylinderhufes ,  der  zur 
Grandfläche  den  vorgeschriebenen  Kreisabschnitt  hat,  berechnet 
werden.  Man  erhält  diesen  aus  dem  Cylinderhuf  durch  einen  senk- 
recht zur  Grundfläche  ABC  und  parallel  mit  AB  gelegten  Schnitt 
durch  EE\  Zur  Ermittelung  des  Rauminhaltes  von  ABE'EA'B' 
legt  man  durch  A'B'  eine  zur  Grundfläche  parallele  Schnittebene. 
Nunmehr  ist 

Teilcylinderhuf  ABE'EA'B'  =  Cylinderhuf  ABCD  - 
Cylinderhuf  ^'/^'C'£)  —  Kreissegmentcylinder  EE'CC'A'B'. 

Für  AB  =»  s,     A!  B'  =  «',     CM  =  a,     C  M'  =  a',     DC  ==  Ä, 
ergiebt  sich  aus  IL  die  Gleichung: 


['^-'-^^]  <-»■>■ 


Man  setze    ä  — ä'  ==  ä",    a—a'  —  rf,    dann  erhält   man   nach   Be- 
rücksichtigung der  Verhältnisgleichungen: 

Ä:a  — Ä":(2     und    h*  i  a*  ^  h"  :  d, 

-  -  2.ir  r  ""12)-'  •  ^(^' «>-^'r-T2) 


2 


?♦ 
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r  —  a'  «  r  f  r/— a,     b^b'  —  b'\ 


V 


2</ 


1 


Aus  der  Inhaltsgleichang  erhält  man  demnach: 

r'^{S'-s')-^{s^'-'s'^)'-b"r{r  —  a)  +  8*(r+d-a)d 

Dies  ist  der  Schwerpunktsahstand  von  der  Grenzsehne  AB. 
Man  setze 

x+{r-a)z=:x'     and    /=-2 ^ 1 —^ 


Es  ergiebt  sich: 

x'  =r 


— »(r— a)*-|-Ä'(r+</ — a)(r  -a) 


.r'  + 


2f 


Dies  ist  der  Schwerpunktsahstand  eines  Kreissegments    mit  pa- 
rallelen Sehnen  vom  Mittelpunkt  des  Kreises. 


10.    Schwerpunktsahstand  des  in  der  Figur  ausgezogenen 
Linienzuges  zu  bestimmen.    Fig.  XII. 


M 


Aus  III.  ergiebt  sich  für  die  Mautelßäcben: 
^\r8'-b(r-a)']  \   M'  -  [r *'  -  b' (r  -  a)]  -,      M" 


b'  (h  -  h') 


Man  erhält  dann  für  den  Mantel  Jlf  des  Teilcylinderhufes  ^J^i^^'i^'^' 
M=^  M—M'  —  M"+s'{h—h'),    also 

M=  [rs  -  Mr  ~a)]  ^  -  [rs'  --b^r  -  a')]  -J-b'd-^  +s*d  .  j, 

*  WO  für    -  =-    r  steht. 

a        d 


M 


h" 


=  -^"  [»•(*  -  *')  —  ^"('*  -  «)  +  *'  ^J  =  ^'  •  »w- 
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Da    m  »  -—  ist,  80  crgiebt  sich  uacli  Auflösung  der  GieichuDg  ia- 
bezug  auf  xi 

x--^  jj 

Dies  ist  der  Schwerpanktsabstand  von  der  Sehne  s. 

Für  deu  Schwerpunktsabstand  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  ist 

X   =a;-|-r— -a»«  — '' 

1 1 .     Schwerpuuktsabstand  von    dem  Halbierangsradius   eines  halben 
Kreisabschnittes,    der   von  zwei   halben  parallelen  Sehnen  und  den 
zwischen  ihnen  liegenden  Kreisbogen  begrenzt  ist 

Figur  XI IL  Mau  berechne  nach  der  Siropson'schen  Formel  den 
Toilcylinderhuf  A'A"1^'B'C'C'\  bezeichne  A*B*  =r  s\  A''B^''=s'\ 
jl"'B"'  r.^  s\  B'C  -  h\  B"C"  =  Ä",  B'^'C'  -  Ä"',  A'A"  =  a;  es  ist 


0 


2  +        2       +2 


a 
6' 


Ist  Ä®  die  Höhe  des  Cylinderhufes  und  r  der  Radius  der  Halb- 
kreisfläche, dann  ist 

h'  18'  =  h"  :  s"  «  h"' :  s'"  =  Ä  :  r,     und 
m  :  ic  ^  h  :  r.     Man  erhält: 

^  _  / .  m  =  — ^  =-  ^  («'» +  ^ «""^  +*"').    Hieraus  ist 
X  »=  


12  f 


VII. 


Berechnung  des   Rauminhaltes  und  der  Oberfläche 
von   einigen  Rotationskörpern   mit  Hilfo  der 

Guldinschen  Regeln. 

Nach  der  Guldinschen  Regel  ist  der  Rauminhalt 
and  die  Oberfläche  (Mantel) 
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WO  /  die  Fläche,  u  der  Umfang  der  Fläche  und  x  der  Schwerpuakts- 
abstand  der  Fläche  beziehungsweise  des  ümfanges  Ton  der  Um- 
drehungsachse  ist. 


1.    Rauminhalt  des  Eugelsektors. 

Nach  VI.  (3)  ist  der   Gchwerpunktsabstand   von    einem    Grenz- 
radius eines  Kreissektors 

r*(2r  —  8) 
X  =«  — ^-1 — :    mithin  ist 
OA 

r\2r  —  s) 
t,=  ^—n. 

2r s 

Nun  ist,  wie  leicht  aas  der  Figur  VII.  ersichtlich,  — ^ —  «=  h  (Höhe 

des  Kugelsegments),  also 

2r*yr 
t,  =  -3-A. 


2.    Rauminhalt  eines  Kugelsegments.     Fig.  IX. 
Diesen  erhält  man  aus  VI.  6.: 

I6r»-12r25  +  «» 
t,= n. 

Bezeichnet  h  die  Höhe   des  Kugelsegments,  dana  ist    «  =  2(r  —  h), 

mithin 

«3  =  8r3— 24r*7i+  24rÄ*  — 8ä»     und 

—  12r2«  -=  -  24r3+24r*Ä. 

Diese  Werte  eingesetzt  ergeben: 

24r«Ä«-8Ä8  h^n  ,^ 

v^  24 "^  «-yCSr-Ä). 


3.    Rauminhalt  eines  Kugelringes.    Fig.  XIV. 

Einen  Kugelring  erhält  man  dvch  Rotation  eines  Kreissegmentes, 
dessen  zugehörige  Sehne  s  mit  der  Umdrehungsachse  einen  spitzen 
Winkel  bildet. 

Nach  VI.  (4)  ist: 
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X  =  —  ;  ferner  ist  : 

y  i  x  =  h  \  8    oder 

h  ,  X      h  .  s^ 


y  = 


8 


V2f 


wo  y  der  Schwerpanktsabstaod  des  Segments  von  der  Umdrehangs- 
achse ist 


4.    Rauminhalt  eines  Körpers,  der  durch  Umdruhuug  eine» 
Kreissegmentes  um  seine  Sehne  entsteht    Fig.  XV. 

Der  Schwerpunktsabstand  von  der  Sehne  ergiebt  sich  ebenfalls 
aus  VI.  (4),  indem  man 

x'  «  X'\-a  -r    setzt.    Es  ist  dann 


8 


{r'-i2)'^^r{a  -r) 


X  ^  ^ ,    mithin 

Durch  Drehung  eines  halben  Segments  um  die  halbe  Sehne  ent- 
steht die  Kuppel  eines  Klostergewölbes,  deren  Rauminhalt  ist: 


5.    Die  Mantelfläche  der  Kuppel  eines  Klostergewölbes. 
Man  setze  in  VI,  (5)    «'  =  «  +  («  —  »•);  es  ist 

M  =  2x'h  n  =  2[(a— r)6  +  r«]  n. 
Die  Mantelfläche  der  Kuppel  ist  nur  die  Hälfte,  also 
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6.    Raumiubalt  eines   Körpers,  der  durch  Drehung  eines 
Kreisabschnitts  mit  parallelen  Grenzsehnen  um  die  grössere  derselben 

entsteht.    Fig.  XVI. 

Man  erhält  aus  VI.  (9): 

v  =  2x7tf^  [r2(«-,')  — ^^(«3_/3)_V'(r-a)+«'(r  +  rf-  a)d]7i 

Zieht  man  hiervon  den  Cylinder,  der  durch  Drehung   des  Rechtecks 
Ft'  E'E  um  FF*  entsteht,  also  s  .  d'^  .  ir  ab,  so  erhält  man 


t,  «  [rHs—a)—  ^(8'^'^8*^)'-h"r{r'-a)-^s'{r-  a)d]n. 


V   . 


-  ist'  der  Rauminhalt  eines  Körpers ,    der  durch  Drehung  des  Teil 
Segments  AFE  um  ^F  entsteht;  es  ist 


V 


7C 


die  allgemeine  Formel  für  den  Rauminhalt  der  Kuppel  eines  Kloster- 
gewölbes. 

7.     Allgemeine  Formel  für  die  Mantelfläche  der  Kuppel  eines 

Klostergewölbes. 

Diese  ergiebt  sich  aus  VI.  (10).    Es  ist; 

r(«— V)-^."(r  — a)  +  «'rf  ... 

X  = ,     mitbin 

2x7tu       2dns'        .  ,         .        ,,,^         ^-, 
M  «  — —    —  — r-  «  [r(«  — «';— a"(r~  «)1^- 


2 


2 


8.    Rauminhalt  des  Körpers,  der  durch  die  Drehung  der  Fläche 
FECE'F'  um  FF'  entsteht.      Fig.  XVII.  und  Fig.  XI. 

Dieser  lässt  sich  aus  dem  Unterschiede  der  Rauminhalte    v  aus 
VII.  (4)  und  Vir.  (6)  ableiten.    Es  ist 

+  br"(r'-a)-  s'(r  —a)d    n 


V  — 


(b'-b"YKa  -  r)-f-/r^  -  ^^s'^  +/(a  -  r)d 


TT. 
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Setze  h—ir  ^  b'  ^  EE\    man  erhält: 

^  [''  G'"  9  -{b'r+s'd){r  -  a)]  .  TT 

Diese  Formel  dürfte  sich  empfehlen  für  die  luhaltsberechuung  eines 
Fasses. 

9.    Berechnung  der  Kugolschicht.    Fig.  XIII. 

Wenn  ein  halber.  Kreisabschnitt  mit  parallelen  Grenzsehnen  um 
den  Halbirungsradius  rotiert,  so  entsteht  eine  Kugolschicht,  deren 
lohalt  nach  VI.  (11)  ist: 

V  =  («'24-4/"^+/'*)  Q  .     Setze  A"'E  =  p,  dann  ist 

4«'"*  =■  Srp  —  4pt 
^'2^4«"'2  +  /'2«  I2r^--6p2~.^;    s'^-^s"^  ^  4rp-2p-- j-, 


a2 


3#'*+3«"2  +  a^  =-  I2rp  -6;)2_  _      Hieraus  folgt: 


a7t 


v=  (3Ä'2  +  3/'2+a2)^-,    wo  a  die  Höhe  der  Kugelschicht  ist. 
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Zwei  Zahlenreihen  und  deren  Interpolation. 

Vi.ii 

.   Heinrich  Ruf. 

Einleitangr. 

Die  beiden  Grundformeu  der  Progressionen  sind  die  arithmetische 
und  die  geometrische.  Beide  zeigen  einen  einfachen  Bau,  weil  schon 
durch  eine  einzige  Bildungsgrösse  —  die  Differenz  (d)  oder  den  Quo- 
tienten (q)  —  die  ganze  Reihe  aus  dem  Anfangsgliede  (a^)  entsteht. 

Complicierter  wohl  dürfte  der  Bau  einer  Zahlenreihe  sein,  die 
durch  zwei  Bildungsgrössen  {d  und  q)  aus  einem  Anfangsgliede  {a^) 
hervorgegangen  ist.  Je-  nach  der  Art  der  Zusammensetzung  und 
Aufeinanderfolge  der  beiden  Bildungsgrössen  {d  und  q)  wird  also  ein 
doppelter  Bau  der  Zahlenreihe  zu  unterscheiden  sein.  Entweder 
wird  das  zweite  Glied  der  Reihe  {02)  aus  dem  ersten  (a^)  dadurch 
gebildet,  dass  zu  dem  ersten  Gliede  (aj)  zuerst  die  Differenz  d  im 
algebraischen  Sinne  addirt,  und  die  so  entstandene  Summe  [ai^^-d) 
sodann  mit  dem  Quotienten  (g)  multiplicirt  wird: 

und  es  geht  jedes  folgende  Glied  aus  dem  vorhergehenden  nach  dem- 
selben Gesetze  hervor 

oder  es  entsteht  das  zweite  Glied  der  Reihe,  indem  das  erste  Glied 
(%)  mit  dem  Quotienten  (q)  multiplicirt  und  dieses  Produkt  um 
die  Differenz  (d)  im  algebraischen  Sinne  vermehrt  wird: 
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und  allgemein:  a»  =  «n-iöH"^* 

• 
Wir  wollen  die  auf  erstangeführte  Weise  entstandene  Progression 

eine  arithmetisch- geometrische,  die  zweite  hingegen  eine  geometrisch- 
arithmetische  Reihe  nennen.  Indem  wir  ferner  für  die  erstgenannte 
Gattung  von  Reihen  das  Symbol  R(ay^^  rf,  q\  für  eine  Reihe  der 
zweiten  Art  das  Symbol  R  (aj,  g,  d)  einführen,  gehen  wir  daran,  den 
Bau  dieser  Zahlenreihen  zu  untersuchen. 

I.    Capitel. 
Die  arithmetisch-greonietrische  Reihe. 

§  1. 

Für  diese  findet  man: 

a,  =   {a,+rf)(/  =  a,q'+dq'+dq^+dq^+dq-^a,q^+dq{q:^+q^+q+\), 

an  -=  a,q^^'^+dq{q*'-^+q*^-^+  ,    .    .+^+5+1)- 
1)  an  =  a^q^'-^+dq  ^^    - 

Der  Schluss  vom  «*®^  auf  den  (n-f  1)*«^  Fall  ergiebt: 

Damit  ist  die  Allgemeingültigkeit   der  Formel  1)   für  das  w*^  Glied 
von  R(au  rf,  q)  erwiesen. 

§  2. 
Soll  die  Summenformel  für  diese  Reihe  abgeleitet  werden,  so  ist: 

Sn    =  a,+(a,q+dq)+(a,q^+dq^+dq)+(a,q^+dq^+d^+dq) 

+(^ia'+dq'+dq^+  '    .    .+dq^+dq)+.    .    . 
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Sniq    -1)  -=  a,q**+dn»'+dq**-^+  .     .     .  -f-^^^-f-^/gS  _^^  _^  (^_i)^ 
SJq--])  =  a^(q**^\)+dq{q*^'^+q^-^+  .    .     .  ^qtJ^q^\)  ^.^dq. 

(/" — 1    ,         da       ., 

Setzt  mau  dur  Kürze  halber 

A  -  IV*-1)  -n(2-l)]     uud     B  -  (ri"--l)((7--l), 
so  folgt 

9.  V  a^B  +  Adq 

Da  Formel  1)  allgemciDgtiltii;  ist,  so  gilt  auch  2)  gauz  allgemein. 

Es  möge  hier  uoch  eiu  bosondercs  Beispiel  Platz  tiudcu.  Es 
sei  die  Summe  der  ersten  5  Glieder  (^5)  der  Progression  72(aj  =  l, 
</  =  3,  y  =  2)  zu  bcstimmeo. 

^  =  [(2ö~l)-5]«20.     i^ -(25-1)  »31.    ^6=^(^^  =  187. 

Probe:     R{a^  ==  1,  rf  =.  3,  g  —  2)  —  1,  fc»,  22,  50,  106,    .    .   . 

^5  =  187. 

§  3. 

Wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  übergeht  R{a^y  d,  q)  in  die  geo- 
metrische Reihe,  wenn  rf  =  0  gesetzt  wird.')  Es  ist  ebenso  klar, 
dass  JUaifd^q)  für  5  —  l  in  die  arithmetische  Reihe  übergeht.*] 


1)  Denigemäss  übergehen  auch  die  Gleichungen   1)   und  2)  für  dz=0  io 
die  bekannten  Formeln  der  geometrischen  Reihe : 

ÜH  =  a^q*^"^    und     Su  «=  a^ ^-' 

q — 1 

2)  Thatsächlich   übergehen  die  Gleichungen  1)  und    2)  für  9  =  I   in  die 
bekannten  Formeln  der   arithmetischen  Progression.      In  Gleichung  1)   erhält 

ö*»— ^  —  1  0 

nämlich  der  Bruch  ^ —   für  9  =  1  die   unbestimmte  Form  -.    Werden  da- 

q—1  0 

her  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches   einzeln  nach  7  differentiirt,  und  setzt 
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Um  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  denen  R(ai,  d,  q)  con- 
vergirt,  gehen  wir  von  der  Ueberlegung  aus,  dass  die  Glieder  einer 
convergenten  Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  immer  kleiner 
und  schliesslich  unendlich  klein  werden  müssen.  Eine  notwendige 
Convergenzbedingung  für  -R(a,,  d,  q)  ist  also:  lim  an  =»  0. 

w=co 

Ist  nun  g  >  1,  so  wird  mit  dem  wachsenden  n  auch  q*^~^^  und 
daher  an  selbst  beliebig  gross. 

Ist  dagegen  q  ein  echter  Bruch,  so  nähert  sich  beim  unend- 
lichen Wachsen  von  n,  q*^~^  ohne  Ende  der  Null  und  a«  selbst  dem 

dq 

endliehen  Grenzwerte  :; •      Es     fragt    sich    mithin:     wann   wird 

1 — q  ° 

liman=  — ~-  ==  0?    Dies  tritt  offenbar  ein,  wenn  rf  «  0  ist.     Die 

n=Qo  I — 2 

Convergenzbedingung  lim  «n  =  0  ist  in  diesem  Falle  nicht  blos  not- 


n=oo 


wendig,  sondern  auch  hinreichend;  denn  für  d  =  0  und  — 1<;(Z<C1 

übergeht   R(a^,d^q)   in  die   convergirende  geometrische  Reihe,  für 

a-, 
welche  6'„  =  :: ist. 

1-q 

Nach  Gleichung  1)  verschwindet  an  aber  auch  bei  endlichem  d 
für  2  -=»  0.  R(ai,  e/,  (?  =»  0)  übergeht  in:  a^,  0,  0,  0,  0,  .  .  .  Hier 
ist  *S'„  =  aj.  Es  ist  ferner  bemerkenswert,  dass  an  in  R(a^,  eZ,  q)  für 
2  =  —  1  oscillirt;  denn  für  g  =  —  1  erhält  man: 

«2  =   "--  («l-t"^)    =^   —  "l — ^f 

«3  =  —  {a2-\-d)  =  «1  , 


man    in    den  Quotienten    der  Ableitungen    (« — 09"'"^i    9=  ^    so  f^^lg*   *1®^ 
wahre  Wert    dieses    Bruches    gleich  (n — 1)    und    daher    o„  =  a^ -f  (/» — \)d. 

q"— 1   ^ 

Ebenso  findet  man  in  2)  n  als  den  wahren  Wert  des  Bruches  —   fftr  q=  \. 

q-l 

Für  dieses  g  wird  ferner  in  2)  der  Bruch  ;; -^-öt =  tz'  I^iffcien- 

tiirt  man  Zahler  und  Nenner  dieses  Bruches  nach  q,  so  erhält  man:  -— — -, 

2(q—l) 

einen  Wert,  der  für  q  z=  1    noch  immer  gleich   -,  also  unbestimmt  ist.  Wieder- 
holt   man    noch    einmal    diese  Differentiation,    so  übergeht    der  Bruch    in  den 

,      ,      ,     n(n--l)5»*-2  w(n— 1) 

Ausdruck:  — ^^ —^ oder  für  o  =  1   in — -.     Daher  ist 

2  2 

'S«  =  na^  +  d—^ =  ^  [2«,  4-r/(n-l)]. 
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02M+1  =  —  {a^n-^d)  =  a,, 

02(nf  1)  =  —  {a2n^\-\-d)  =  —  ö,—  (/. 
U.   8.  W. 


Es  ist  beispielsweise  -R(ai  —  1,  rf=2,  g«=»  —  l)  =  l,  —3,  1, 
•—3, 1,  —3,  1, .  .  .  Oh  nimmt  abwechselnd  bald  den  Wert  (— a^ — d), 
bald  den  Wert  a^  an,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade 
Zahl  ist.  Die  Reihe  selbst  aber  wird  bald  dem  Werte  a,,  bald  der 
Null  zusti^eben,  wenn  ausser  5  =  —  1  noch  d  =  0  ist. 


§  4. 

Wollte  man  zwischen  dem  k^^  und  (äj+I)*®**  Gliede  etwa  r 
andere  Glieder  einschalten  so  zwar,  dass  die  neu  hinzugekommenen 
r  Glieder  mit  dem  fc*«"  und  (ä;4-1)*®°  Gliede  in  arithmetisch-geome- 
trischer Progression  stehen,  so  hat  die  neu  entstandene  Reihe  aosser 
den  r  eingeschalteten  Gliedern  noch  die  Glieder  au  und  dit^i,  also 
zusammen  (r-)-2)  Glieder.  Bezeichnet  man  die  Bildungsgrössen  der 
ursprünglichen  Zahlenreihe  mit  d  und  $,  die  der  interpolirten 
Glieder  mit  i  und  x,  so  ist  nach  Satz  1 

Wäre  nun  6  gegeben,  so  würde  man  zur  Bestimmung  von  x  eine 
Gleichung  (r4-2)^®"  Grades  erhalten,  welche  für  r>>  2  im  allgemeinen 
mit  elementaren  Mitteln  nicht  lösbar  ist.  Wir  nehmen  daher  ausser 
^(^9  ^)  9)  ^^^^  ^  ^s  gegeben  an  und  erhalten; 

X 1 

wenn     -  rfi__i\  ^  ^  gesetzt  wird.    Es  folgt  ferner: 
und  hieraus: 

3)  ^  ^[dq  +  ak{q— X^'+l)]  m. 

In  Formel  3)  sind  die  Grössen  d^  g,  x  und  daher  auch  m  con- 
stant,  a\  ist  hingegen  variabel  und  ändert  sich  mit  jedem  h.  Es 
wäre  sohin  auch  6  variabel  und  würde  nur  innerhalb  je  zweier 
Grenzzahlen  der  ursprünglichen  Reihe  einen  unveränderlichen  Wert 
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anoDehmen.    Soll  aber  6  für  die  ganze  Reihe  constant  bleiben,  dann 
müsste  der  Ausdruck  a*(5— x»'+i)  in  Formel  3)   verschwinden.     Es 

muss  sohin  (g— x«"^i)  —  0  und  x  —  y^  werden,  so  dass 

4)  d  =  dqm  ist. 

Unschwer   dürfte  sich  auch  das  Gesetz   ermitteln   lassen,  nach 
welchem  ö  bei  der  fortlaufenden  Interpolation  sich   ändern  müsste, 

wenn  x  von  Vg  verschieden  wäre.    Wird  für  (q  ~  x*'+^)  «  p  gesetzt, 
so  folgt  nach  3) 

^1  —  {akP'\-dq)m 

m 

Ö2  «  (ak-\-ip-\'dq)m 


dg—  ^1  =  (cr*f  i  -  ajc)pm 
^2—^1  =  [.cik(q—l)  +  dq']pm. 


Es  wird  ferner: 


=  pmq  [{ak+dj  {q—  I )  +rf] 

^3—  ^2  =  [ö*  (?—!)+ fk]  pm  =  2  (^2—  ^1  )• 
Ebenso  ist: 

=  mpq[(ak^i  +  d)(q—l)-\-d] 
U.  s.  W. 

Betrachtet  man  also  die  aufeinanderfolgenden  Differenzen:  ö^—Ö^^ 
^3—^21  ^4 — ^8  ^'  8-  w.,  so  ersieht  man,  dass  sie  eine  geometrische 
Beihe  mit  dem  Quotienten  q  bilden. 

Aufgabe.  In  i2(aj  «  1,  rf  =-  1,  g  =  8)  ==  1,  16,  136,  1096, . .  . 
sollen  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  zwei  neue 
Elemente  eingeschaltet  werden. 

x=y8  =  2;      m  _  2(2itT)  =  iT'        *  =  ll  =  f 
Die  interpolirte  Reihe  lautet  mithin: 

1,  3V,  7^,  16,  33|,  67^,  136,  273|,  547f,  1096,  .    .   . 
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II.  Capitel. 
Die  fi:eoinetrisch-aritiim(itrische  Keilte. 


§5. 


Für  diese  findet  man: 


fli  = 


«8 


a^ 


a, 


ttr. 


«11 

=  a2q-\-d 
^  a^q+d 


=  a,q^+d(q+\), 

^a,q^+d(q^+q+\), 

=  a,q^+d(q^+q^+q-{-l). 


5) 


Scbluss  vorn  w*»^  auf  den  (n+l)*®"  Fall: 


öw-i-i  =  fli^"-}"^ 


2-1 


womit  die  Allgemeingültigkeit  von  5)  erwiesen  ist. 


.+1) 


§6. 

Auch  die  Summenformel  von  Ria^^  g,  d)  lässt  sich   anf  ähnliche 
Weise  wie  im  vorigen  Capitel  ableiten. 

Sn    =a,+a,q+d+a,q''+d{q+\)+a,qHdOr-+q+l)+  .    .    . 


Snq-  a^q  +  üi  q^  +dq+aiq'^+d  (q'^+q)  +  .    • 

+  ci^q*'  +  d{q»'^-\-q*'---\-  . 


.+1), 


Sniq  -  1)  =  —  aj  —  e/(n  -  l)+a,Q«4-r/(Q«-»+9"-2+.  .  .+  5) 
On  —  a, 1     —  :; [-  (iq  z t-t  • 


»n. 


l 


f/ 


'^^  =  ^1   ri^  1    +  (^ip[(/"-9-  ("-lj(5-l)]- 
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♦■+J 

verschwinden  nnd  x  =  Vr;  ß^^i^*    ^s  ist  sodann 
8)  Ä  =  <?mx. 

Auch  die  Frage,  nach  welchem  Gesetze  sich  d  hei  der  fortlan- 
fenden  Interpolation  ändern  müsste,  wenn  p  von  0  yerschieden  wäre, 
lässt  sich  leicht  beantworten.    Nach  Formel  7)  ist: 

ij  =  [ahp'-{'d]m%^ 

*2  =  [a»  -f  ip  4-  ^]  '"*i 
woraus: 

^2~^i  =  mpjcCajkfi—ajt)  =  mp%{a)t{q—l) -\- d\. 
^8""  ^«  =  wpÄ(o*f2  —  a*+i)  =  w»px  [ak^i  (g— 1)  +  «^], 

ö^—d^  =  mpqii[ak(q-'\)  +  d]  =  ^(^s— ^i), 

U.  s.  w. 

Mithin  stehen  auch  in  R(ai,  5,  d)  die  Differenzen  ^2—^1,  ^3 — ^i, 
u.  8.  w.  in  einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten  g. 

Aufgabe.    In  Ria^  =1,  5  =  16,  d  ^  2)  sollen  zwischen  je  zwei 
Gliedern  drei  neue  Elemente  eingesetzt  werden. 

R(a^  =  1,  g  -  16,  d  =  2)  «  1,  18,  290,  4642,  .    .    . 
*  —  11  2 

x-Vl6«2;      ^-(243172*  30'        ^^15' 

daher  die  interpolirte  Reihe: 

1,  2A,  4A,  m  58,  36^»^,  72t^,  144^,  290,  bOO^s. 
1160^5,  2320H,  4642,  ... 

III.  Capitel. 
Yergrleichuug  heider  Beihen. 

§9. 

Fasst  man  die  in  Tabelle  I  tibersichtlich  zusammengestellten 
Ergebnisse  der  §§  3  und  7  ins  Auge,  so  folgt: 

Die  beiden  unendlichen  Reihen  mit  den  gleichen  Bildungsgrössen 
Ä(ai,  ^,  a)  und  -R(«ii  Q^  ^)  ^^^^  ~  ^^  ^^«e  3  von  ü  verschieden  ist 
entweder  zugleich  convergent  oder  gleichzeitig  divergent. 
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Wenn  aber  q  bei  endlichem  d  za  Nnll  wird,  so  cooTergirt 
12(04,  dj  q)  und  divergirt  R(a^,  g,  d). 

Diese  beiden  Reihen  sind  daher  nar  bedingt  gleichartig,  d.  h. 

nar  unter  der  Bedingung  ^  ^  O^hat  die  Convergenz  der  einen  die 

Convergenz  der  andern,  die  Divergenz  der  einen  die  Divergenz  der 
andern,  das  Oscilliren  der  einen  das  Oscilliren  der  andern  zur  Folge. 

Die  Gleichartigkeit  der  beiden  Reihen  wird  jedoch  ganz  unbe- 
dingt, wenn  ihnen  blos  die  beiden  Bildungsgrösseu  a^  und  q  ge- 
meinsam sind,  während  die  Differenz  der  geometrisch-arithmetischen 
Reihe,  die  wir  d^  nennen  wollen,  der  «/-fachen  Differenz  lOJlR{a^,dyq) 
gleicht.    Die  Erklärung  hierfür  enthält  der  folgende 


§  10. 

i2(%,  e/,  g)  war  charakterisirt  durch    die   beiden  Grnndformeln 
1)  und  2) 

1)      On  =  «1  g»»    ^+dq     ^__i'i  2)     Sn=  ^^ZZiy    * 

Die  geometrisch-arithmetische  Reihe  hingegen,  deren  Differenz 
wir  dj^  nennen,  ist  definirt  durch  die  beiden  Grundbeziehungeu  5)  n.  6) 

5)     an  =- a,q—^+d,^-—^,       6)     Sn  =  ^^^Zi/' 

Wie  leicht  ersichtlich  übergeht  aber  Gleichung  1)  in  Gleichung  5) 

di 
und  Gleichung  2)  in  Gleichung  6),  wenn  rf,  =  dg  oder  <?«=»-  wird. 

Wir  schliessen  somit : 

Jede  arithmetisch-geometri-  Jede  geometriäch-arithmeti- 

sche   Reihe   mit  den   Bildungs-  sehe  Reihe    mit   den   Bildungs- 

grössen  o^,  d  und  q  ist  zugleich  grossen  64,  q    und  d^    ist  zu- 

eine   geometrisch  -  arithmetische  gleich  eine  arithmetisch-geome- 

Reihe  mit  den  Bildungsgrössen  trische  Reihe  mit  den  Bildungs- 

Oj,  q  und  dj^  =  dq,  j         ^1       a 

^         ^  grossen  «j,  d  —  —  und  q. 

Bedienen  wir  uns  als  eines  ^ 

Beispiels   der  im   §   2   angege-  go  kann  die  im  §  5  ange- 

benen Reihe  gebene  Reihe 


R(ai  ==  1,  g«  2,  €^1  «3) 
=  1,  5,  13,  29,  61, . 


Ä  (a^  =  1,  d  =  3,  g  —  2) 

—  1,  8,  22,  50,  106,  .    .    . 

so  kann   dieselbe    zugleich    als 

eine  Reihe  von  der  Form  als  eine  Reihe   von   der   Form 

R(aj^  «  1^  ^  =  2,  <ii  =  6)  Ä(«i  —  1.  «^  =  I,  g  -  2)  ange- 

angesehen  werden.  «eben  werden. 
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6)  «. 


«1  ^ZT  +  (^JIÖp  [(3'*-l)-n(2  -1)J. 


Da  5)  allgemein  fgß!^  ist,  so  gilt  auch  6)  ganz  allgemein. 

Aufgabe.    Es  sei  die  SnmaM  der  ersten  5  Glieder  von  iE(ai  »  1, 
g  =  2,  fZ  =  3)  zu  bestimmen. 

^«[(2ö-l)~5]  =  26;    5  =  (25~l)  =  3i;    5^  =  |il^  =,  109. 

Probe:    i2(ai  =;=  1,  5  =  2,  d  ==  3)  =  1,  5,  13,  39^  61,  .    .    . 

^5  =  109. 


§7. 

Setzen  wir  in  R  (a^,  5,  d\  d  =  0,  so  übergeht  diese  Reihe  in 
die  geometrische;  hingegen  übergeht  R  {a^,  g,  d)  für  g  =  1  in  die 
arithmetische  Reihe.^) 

Eine  Reihe  kann  bekanntlich  nur  dann  convergiren,  wenn  die 
Werte  der  einzelnen  Glieder  nicht  blos  fortwährend  abnehmen,  son- 
dern in  das  Unendliche  abnehmen  und  schliesslich  verschwindend 
klein  werden.  Das  genügt  aber  noch  nicht,  um  als  Bedingung  der 
Convergenz  zu  gelten.  Das  schliessliche  Verschwinden  der  Glieder 
bis  zu  0  ist  im  allgemeinen  eine  nothwendige,  aber  keine  hinreichende 
Gonvergenzbedingung.  Es  fragt  sich  also  zunächst:  Wann  wird  in 
R{a^^q^d)^   liman=0    und    sodann:   wird   die  so  ermittelte  Con- 


n=:oo 


vergenzbedingung  auch  eine  hinreichende  sein? 

Ist  5r>  1,  so  wird  mit  dem  wachsenden  n  auch  g»*-*  und  daher 
on  selbst  beliebig  gross. 

Ist  dagegen  q  ein  positiver   oder  negativer,   echter  Bruch,  so 
nähert  sich  beim  unendlichen  Wachsen  von  n,  g"-^  ohne  Ende  der 

Null  und  On  selbst  dem  endlichen  Grenzwerte  lim  On  —  -z — •  Dieser 

n=m  1 — q 

Wert  wird  dann  zu  Null,  wenn  d  =  0  ist. 


1)  Auch  die  UeberfUhrang  von  5)  und  6)  in  die  Formeln  der  geometri- 
ieben,  beziebtin^sweise  der  arithmetischen  Progression  erfolgt  in  gleicher  Weise 
wie  bei  R  («i ,  d,  q), 

kttih.  dt  Itath.  u.  Fhys.    2.  Baihe.    T.  XVIt.  ^^ 
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Die  Convergeozbodingang  lim  «m  =:  0  ist  aber  hier   nicht  allein 

nzzoo 

nothwendig,  sonderu  auch  hinreichend;  denn  für  rf  =  0  und  —  l  <5<1 
übergeht  /^Ca^,  g,  d)  in  die  convergirende,  geometrische  Reihe,  für 

welche  Sn  =  7—^—  ist. 

Für  q  =  0  wird  R (a^^  5,  rf)  =  a^,  d, d,  rf,  c?,    .    .    . 

Hier  ist  aH  =  d  und   'SH  =  ai+(^ — 1)^-     ^i^  Reihe  divergirt 
noch  immer. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  on  in  Riot^  9,  d)  für    =— 1 
oscillirt;  denn  in  diesem  Falle  erhält  man: 

«1  —  «1» 
a,=  -oj  +  d, 

03  «  —  a,  +  ci  =  «1, 


02n  ■"  —  «1  -f-^i 

a2(nf  l)  «  —  a2H+l  +<^  =  —  «1  +  <^> 

u.  s.  w. 


Eb  ist  beispielsweise  i2  (a^  =  3,  ^  =  — - 1,  <i  =  2)  =  3,  —1,  3, 
— 1,  3,  — 1,  .  .  .  an  nimmt  abwechselnd  bald  den  Wert  ( — ai+'i), 
bald  den  Wert  +«1  a^,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist.  Die  Reihe  selbst  aber  ,  wird  bald  dem  Werte  «i, 
bald  der  Null  zustreben,  wenn  ausser  g  =  —  1  noch  d  =  0  ist 

§8. 

Sollen  in  Ä(a„  5,  d)  zwischen  dem  ifc*«^  und  (ä;+1)**"  ^liede 
noch  r  Glieder  eingeschaltet  werden,  welche  mit  ihren  Greittgliisdern 
selbst  in  geometrisch-arithmetischer  Reihe  stehen,  so  ist,  wenn  ö 
und  X  die  Bildungsgrössen  der  neuentstandenen  Reihe  vorstellen, 
nach  Formel  5) 

n>        1 

woraus: 

6  =z  {ak^i  -ajfcx»*+^)mx        und 

7)  ö  =mK [aic  (q  ~  x»"  1 1)  +(1]. 

Soll  nun  ö  von  a«,  dem  einzig  variabelen  Elemente  auf  der 
echten  Seite  der    Gleichung  7)  unabhängig  sein,  so  muss 
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Die  arithmetisch  geometrische  and  die  geomotrisch'arithmotischc 
Eeihe  sind  daher  einander  invers,  wenn 

«)  das  n*«  Glied  der  einen  dem  ersten  Gliede  der  andern, 

ß)  der  Quotient  der  einen  dem  reciproken  Werte  des  Quo- 
tienten der  andern, 


und 


y    die  Differenz  der  einen  dem  negativen  Werte  der  Diffe- 
renz der  andern  gleicht. 


Es  ist 


1 


10)  I)  R(a^,d,q)J^R(an,-*^d). 

Diese  Betrachtung  liefert 
uns  auch  eine  Summenformel 
für  die  arithmetisch-geometrische 
Reihe,  von  welcher  a«,  d  und  q 
gegeben  sind.  Wir  brauchen  blos 
in  6)  für  a^  .    ,    .  an^  für  t?  .  .  . 

d^  =  —d  und  für  (^  .  .  .  2i  =  ~ 

einzusetzen  und  erhalten  schliess- 
lich: 


11)    Sn-= 


l)((2^1)  +  t?(z[(Q»»-l) 
1)5«-^]}. 


Gleichung  11)  hätten  wir 
auch  unmittelbar  aus  1)  und  2) 
gewinnen  können,  indem  wir  den 
Wert  für  a^  aus  Formel  1)  be- 
stimmt und  in  Formel  2)  einge- 
führt hätten.  Dann  könnten  wir 
aber  Gleichung  11)  in  Formel  6) 
zurückführen,  indem  wir  umge- 
kehrt in  1 ! )  a„  durch  a^,  d  durch 

.      .^  1 
— d  und  g  durch  -  ersetzen. 


II)    R(a,,q,d)J^  R{a»,  -d,  -)• 

Diese  Betrachtung  liefert 
uns  auch  eine  Summenformel 
für  die  geometrisch-arithmeti- 
sche Reihe,  von  welcher  an,  d 
und  q  gegeben  sind.  Wir  brau- 
chen blos  in  2)  für  a^  .  .  .  am 
für   d  .    .    .  d^—  —d    und    für 


ai 


•  -  einzusetzen  und 
erhalten  schliesslich; 


12)     ^.  =  ^. 


l)2^„_lX 


[an{q^'-\){a-^)+d[{q^ 


-1) 


Gleichung  12)  hätten  wir 
auch  unmittelbar  aus  5)  und  6) 
gewinnen  können,  indem  wir  den 
Wert  von  a^  aus  5)  bestimmt 
und  in  Formel  6)  eingeführt 
hätten.  Dann  könnten  wir  aber 
Gleichung  12)  in  Formel  2)  zu- 
rückführen, indem  wir  umgekehrt 
in  12)  an  durch  a^^  d  durch  — d 

und  q  durch  -  ersetzen. 


Sonstige,  auf  die  Reihen  R{a^^  d^  q)  und  ÄCa^,  q,  d)  bezügliche 
Aufgaben  und  Formeln  enthält  Tabelle  II,  in  welcher  n  stets  als  be- 
kannt vorausgesetzt  wird. 
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Wie  leicht  ersichtlich,  kön- 
nen wir  bei  der  Interpolation  der 
Beihe  12  (o^,  d^  9)  von  der  Formel 
8}  auch  in  der  Weise  Gebrauch 

machen,  dass  wir  Si  =  -  and 
4|  s=  — d  setzen« 

£s  sei  die  Ende  des  §  4  ge- 
stellte Aufgabe  nach  Formel  8) 
zu  lösen,  so  wird  d^  =  — rf  =  —1, 

öl  =  I  und  X  =  Vi  =  ^ ;  ferner 
I»  =  f  und  daher  i  =  —f. 

Man  erhAlt  sodann  die  in 
demselben  Sinne  interpolirte 
Inversionsreihe : 

1096,  Ö47f,  273|,  136,  67f, 
33|,  16,  7f,  3i,  1. 


Wie  leicht  ersichtlich,  dür- 
fen wir  bei  der  Interpolation  der 
Reihe  R  {a^y  q,  d)  yon  der  Formel 
4)  auch  in  der  Weise  Gebraach 

machen,  dass  wir  Oi  =  -  and 
d^  =  — d  setzen. 

Es  sei  die  Ende  des  §  8  ge- 
stellte Aufgabe  nach  Formel  4] 
zu    lösen ,    so    wird   dj  =  —2, 

m  =  |{  und  daher  ö  =  — ^. 

Man  erhält  sodann  die  in 
demselben  Sinne  interpolirte 
Dmkehrungsreihe : 

4642,    2320|i    HöO^g,    580^, 
290,  1441J,  72^55,  3^,  18, 8it, 

4A,  2A.  1- 


§  12. 


Vit- 


Aus  9.  I) 

und  10.  I) 
Ä(ai,€^,2)ii2(a„,J, -rf) 

folgt : 
Nun  ist  nach  10.  II) 


und  nach  9.  I) 

q  '2 


Aus  9.  II) 

und  10.  n) 
R(a^,q,d)  iÄ(^,-d,-) 


folgt: 


1 


^(ön, -^,  -):4^.(ai,2,'^) 


Ä(«j,  -»y)- 


Nun  ist  nach  10.  I) 
d  1      d 

und  nach  9.  II) 
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{ 


Zwei  Zahlenreihen  von  gleich  grosser  Gliederzahl,  deren  gleich- 
stßllige  Glieder  einander  gleich  sind,  wollen  wir  als  congraent  (^) 
bezeichnen. 

^.     (  arithmetisch-geometrische  _  .,     .  ,         .^  , 

Die  \  X  •    i.     -4.1.     ..•    u    Reihe  ist  somit  der 

(  geometrisch-arithmetische 

geometrisch-arithmetischen 

arithmetisch-geometrischen  °  ^    ' 

a)  die  Anfangsglieder  der  beiden  Reihen  einander  gleich  sind, 

ß)  die  Quotienten  der  beiden  Reihen  einander  gleich  sind, 

,  ,.    _.^  ,      (  arithmetisch-geometrischen  Reihe 

y)  wenn  die  Differenz  der  <  ^  -    x.     -^x      x-    i,      t>  -u^ 

'  \  geometrisch-arithmetischen  Reihe 

dem  q^^  Theile  der  Differenz  der  geometrisch-arith- 
metischen Reihe  gleicht. 

der  ^-fachen  Differenz  der  arithmetisch-geometrischen 
Reihe  gleicht. 


und 


Es  ist 


9) 


I)     R{a^,  d,  q)  ^  B(a^,  q,  dq). 


II)     R{a,,q,d)^R{a^,^,q), 


und 


Es  folgt  daraus   ferner,   dass  wir  uns  zur  Interpolation  einer 
Reihe  von  der  Form  <  „,  ^'    '  ^,   auch  der  Formel  |   1  bedienen 

dürfen,  wenn  wir  o  i«  <    /  ^ 

l  da 


dqm    ^ 

Es  sei  die  Ende  des  §  4 
gestellte  Aufgabe  nach  dem  im 
§  8  angegebenen  Verfahren  zu 
lösen:  Sollen  ini2(ai  «  1,  (i«l, 
g  =  8)  =«1,  16,  136,  1096,  .  .  . 
zwischen  je  zwei  aufeinanderfol- 
genden Gliedern  je  zwei  neue 
Elemente  elugeschaltet  werden, 
so  erhält  man: 

Die  interpolirte  Reihe  ist 
daher:  .   . 

h  (2+f),  [(2+fJ2-K], 

n(2+f)2+f12+f},  .  .  . 

•=  1,  3|,  7|,  16,  33f ,  67f ,  136, 

273|,  547f  ,  1096,  .  .  . 


ditn 


setzen. 


Es  sei  die  Ende  des  §  8 
gestellte  Aufgabe  nach  dem  im 
§  4  angegebenen  Verfahren  zu 
lösen :  Sollen  ini2(ai  =  1,  ^  =»  16, 
d^  =  2)  =  l,  18,  290,  4642,  .  .  . 
zwischen  je  zwei  Gliedern  drei 
neue  Elemente  eingeschaltet  wer- 
den, so  findet  man: 

4 

X«  Vi6  =  2;m  =  ^; 

Die  interpolirte  Reihe  lautet 
mithin: 

{[(1+A)2+A]2+A!2,  .  •  • 
-  1,  2t»5,  4t<^,  m,  18,  SÖT^s, 

72t:«5,  IMH,  290,  .  .  . 
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§  11. 


Wird  erwogen,  dass  das  n^ 
Glied  der  Reihe  R{atfd^q)  aas 
dem  (n—l)*«»  Gliede  derselben 
dadurch  hervorgeht,  dass  das 
letztere  zunächst  um  d  vermehrt 
und  sodann  q  mal  genommen 
wird, 

so  darf  umgekehrt  geschlossen 
werden,  dass  das  (n— 1)*«  Glied 
der  betrachteten  Progression  aus 
dem  n*en  Gliede  derselben  ge- 
bildet wird,  indem  man  dieses 
letztere  zunächst  durch  q  divi- 
dirt  und  sodann  um  d  vermin- 
dert: 

a     .  =  —  -  d. 

n-l         q 

Ebenso  wtlrde  aus 

«n-l  =  (an-2  4-^)2   auch 


a 


H-2 


—  ^~'  _^ 


Wird  erwogen,  dass  das  n*» 
Glied  der  Reihe  22(0^,  g,  <2)  aus 
dem  (n-l)**»  Gliede  derselben 
dadurch  hervorgeht,  dass  das 
letztere  zunächst  q  mal  genom- 
men, sodann  um  d  vermehrt 
wird, 

so  darf  umgekehrt  geschlossen 
werden,  dass  das  (n—l)*«  Glied 
der  betrachteten  Progression  ans 
dem  n*«ß  Gliede  derselben  ge- 
bildet wird,  indem  man  dieses 
letztere  zunächst  um  d  vermin- 
dert und  sodann  durch  q  divi- 
dirt: 

«„-1  =  (Ott -€/)-. 
Ebenso  wtlrde  aus 

Oh-I  =  an—2q-\'d  auch 

an-2  =  (cH-l—d)- 


folgen  u.  s.  w.    Setzen  wir  nun        folgen  u.  s.  w.    Setzen  wir  daher 


—  ^1  =  +'^  und  -  =  5i, 

so  können  wir  vom  n*«"  Gliede 
nach  dem  Anfangsgliede  zurück- 
schreitend die  vorgelegte  Reihe 
-^(^1)  ^9  q)  auch  als  eine  geome- 
trisch-arithmetische von  den  Bil- 
dungsgrössen  d^  und  q^  auffassen, 
sofern  nur  das  letzte  Glied  der 
ersteren  das  Anfangsglied  der 
letzteren  bildet. 


—  d=z+d^  und  -  =  3i) 

so  können  wir  vom  n*«»  Gliede 
nach  dem  Anfangsgliede  zurück- 
schreitend  die  vorgelegte  Reihe 
R  (a^,  q,  d)  auch  als  eine  arith- 
metisch-geometrische Reihe  von 
den  Bildungsgrössen  d^  nnd  ^ 
auffassen,  sofern  nur  das  letzte 
Glied  der  ersteren  das  Anfangs- 
glied der  letzteren  bildet. 


Zwei  Reihen  von  gleicher  Gliederanzahl  stehen  im  Verhältnisse 
der  Umkehrung  oder  Inversion,  wenn  das  n**  Glied  der  einen  dem 
ersten  Gliede  der  andern  gleich  ist,  und  wenn  die  von  on  gleich  weit 
abstehenden  Glieder  der  ersten  Reihe  den  von  a^  gleich  weit  ab- 
stehenden Gliedern  der  zweiten  Reihe  gleichen.  Zwei  Reihen  dieser 
Art  seien  einander  „iuvers"  (J=). 
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II.  Ein  Rautenviereck  wird  durch  eine  Diagonale  in  zwei  con- 
gmente  Dreiecke  geteilt,  woraus  dann  folgt,  dass  Gegenwinkel  des 
Vierecks,  sowie  Wechselwinkel  an  den  Diagonalen  gleich  sind. 

Znm  Beweise  sei  in  Fig.  1.  AB  CD  ein  Rautenviereck.  Die 
Dreiecke,  worin  es  durch  die  Diagonale  geteilt  wird,  haben  gleiche 
Seiten,  sind  daher  congruent,  woraus  die  Gleichheit  der  gleich  be- 
zeichneten Winkel  folgt. 

• 

III.  Die  Diagonalen  und  die  Mittellinien  eines  Rautenvierecks 
schneiden  sich  in  demselben  Punkte  und  sind  in  diesem  halbirt. 

In  dem  Rautenviereck  Fig.  2.  ist  AB  =«  CD,  «  =  «i,  f=  fv 
Mithin  sind  die  Dreiecke  T  und  T^  congruent,  woraus  die  Halbirung 
folgt.  —  In  Fig.  3.  sei  AB  CD  ein  Rautenviereck  mit  einer  Diago- 
nale und  einer  Mittellinie.  In  den  Dreiecken  T  und  T^  ist  DE=  BF, 
a  ^  a^,  c  »^  Cy  Hieraus  folgt  die  Congruenz  der  Dreiecke  T  und 
2|  und  dsuraus  die  gegenseitige  Halbirung. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Halbirungspunkte  der  Diagonalen 
und  der  Mittellinien  in  einen  Punkt  zusammenfallen. 

lY.  An  einer  Mittellinie  sind  die  Wechselwinkel  gleich  und 
zwei  innere  Gegenwinkel  zusammen  -»  2iE. 

In  Fig.  3.  sind  die  Wechselwinkel  b  und  b^  gleich  wegen  der 
Congruenz  der  Dreiecke  T  und  Tj.  Ferner,  ist  dann  i-|-c/  «=  2Ä, 
weiUi  +  c?  ==  2ä. 

y.  In  einem  Rautenrechteck  stehen  zwei  Gegenseiten  auf  der 
sie  verbindenden  Mittellinie  senkrecht. 

In  Fig.  5.  sei  AB  CD  ein  Rautenrechteck,  FfT  eine  Mittellinie. 
Dreiecke  FAB  und  HAB  sind  congruent  wegen  Gleichheit  zweier 
Seiten  und  des  eingeschlossenen  Winkels.  Mithin  ist  AH  ^  BF 
Jetzt  sind  die  Dreiecke  AFH  und  Ä-Pfl^ congruent  wegen  Gleichheit 
der  drei  Seiten.  Hieraus  folgt  die  Gleichheit  der  Winkel  p  und  q 
und,  da  sie  nachlY.  sich  zu  2i^  ergänzen,  dass  jeder  ein  Rechter  ist. 

VI.  Ein  Rautenviereck  in  ein  Rautenrechteck  zu  verwandeln, 
80  dass  Fläche  und  Winkelsumme  unverändert  bleiben. 

In  Fig.  4.  sei  ÄBCD  ein  Rautenviereck,  /JT  dessen  eine  Mittel- 
linie. Man  nehme  AF,  BH,  CG,  DE  senkrecht  zu  der  Mittellinie 
IK.  Dann  sind  die  Dreiecke  T  sämmtlich  congruent  wegen  Gleich- 
heit der  gleich  bezeichneten  Winkel  und  der  gleich  markirten  Seiten. 
Es  entsteht  das   halbe  B.3L\xUixrechieck ^  AB ffF ,  aus^  d^  halben 
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Baoten?iereck  AB  KI,  indem  man  das  Dreieck  r^  wegnimmt  und 
r,  hinzaf&gt.  Da  diese  Dreiecke  congrnent  sind,  so  sind  die  ge- 
nannten halben  Vierecke  gleich.  Ebenso  ist  unterhalb  der  Mittd- 
linie  EGCD=  IKCD,  Ferner  sind  auch  die  Linien  EG  and  FE 
gleich :  denn  sie  sind  beide  gleich  IK:  sie  entstehen  aus  /X,  indem 
man  zu  IK  das  eine  Mal  J5;/—(?Ä^  =  0,  das  andere  Mal  KH—IF=^ 
hinzufügt.  Man  kann  daher  EG  CD  so  an  ABHF  f^gen,  dass^ff 
sich  mit  FH  deckt  Hierbei  vereinigt  sich  AF  mit  ED,  sowie 
BH  mit  GC  zu  einer  geraden  Linie ,  weil  die  mit  r  bezeichneten 
Winkel  Rechte  sind.  Man  erhält  also  ein  Kautenrechteck  wie  Fig. 
ö.,  welches  dieselbe  Fläche  hat  wie  ^^  CO  in  Fig.  4. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  auch  die  Winkelsumme  dieselbe 
ist  In  Fig.  4.  ist  die  Summe  der  Winkel  an  der  Linie  AB  iu 
beiden  Vierecken  dieselbe;  denn  die  eine  entsteht  aus  der  anderen, 
indem  man  o^  wegnimmt  und  a^  hinzufügt  Ebenso  ist  es  an  der 
Linie  CD.  Die  beiden  Vierecke  AB  CD  in  Fig.  4.  und  5.  haben 
also  auch  dieselbe  Winkelsumme. 

VII.  Wenn  zwei  Bautenrechtecke  von  ungleicher  Fläche  in 
einer  Mittellinie  übereinstimmen,  so  bedarf  es  keines  Beweises,  dass 
die  andere  Mittellinie  in  dem  Rechteck  grösser  ist,  welches  die 
grössere  Fläche  hat 

VIII.  Ebenso  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  wenn  zwei  Rauten- 
rechtecke  .von  gleicher  Fläche  in  einer  Mittellinie  übereinstimmen, 
auch^.die  andere  Mittellinie  in  beiden  die  gleiche  ist,  die  Rechtecke 
also  congruent  sind. 

IX.  Rautenrechtecke  von  gleicher  Fläche  haben  gleiche  Wiokel- 
summe. 

Fig.  6.  und  7.  seien  zwei  Rautenrechtecke  von  gleicher  Fläche. 
Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sie  auch  gleiche  Winkelsumme  haben. 
Zu  diesem  Zwecke  möge  das  Rautenrechteck  Fig.  7.  so  verwandelt 
werden,  dass  es  eine  Mittellinie  — >  LR  in  Fig.  6.  erhält.  Die  Ver- 
wandlung könnte  an  Fig.  7.  unmittelbar  vorgenommen  werden.  Da- 
mit jedoch  die  Figur  weniger  verwickelt  wird,  möge  die  obere  Hälfte 
CD  HG  des  Rautenrechtecks  Fig.  7.  nach  Fig.  8.  übertragen  werden, 
wo  es  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet  ist.  In  Fig.  8.  halbire 
man  CD  in  K  und  bestimme  in  der  Linie  GH  oder  deren  Verlän- 
gerung einen  Punkt  JV  so,  dass  KN  =  der  halben  Mittellinie  LM  in 
Fig.  6.  ist  Man  verlängere  KN  um  sich  selbst  bis  O,  nehme  ai=a, 
OPzzzOQ—CK.  Dann  sind  in  Fig.  8.  CD  und  '  PQ  Gegenseiten 
des  Rautenvierecks  CDQP,    Dasselbe  hat  mit  dem  Rautenrechteck 


Ruff:  Zwei  Zahlenreihen  und  deren  Interpolation. 


Tabelle  I. 


d 


On 


Sn 


Ä(a„rf,  2)      Ä(a„  g,  d)    B(ai,d,  g)  Ä(aj,g,d) 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


beliebig. 

ö>  1. 

beliebig. 

2-1. 

d^  0. 

-i<;2<i. 

d  =  0. 

-1<2<1. 

endlich. 

2  —  0. 

d^O. 

3--1. 

d  =  0. 

2--1. 

beliebig. 

2<-l. 

wächst 
in  das  Unendliche. 


wächst 
in  das  Unendliche. 


bleibt  unter 
einer  gewissen  Grenze. 


wird  unendlich  klein. 


On  =  0. 


an  =  d. 


schwankt 

zwischen 

Ol  und 


schwankt 

zwischen 

aj  und 

('-a.+d). 


schwankt  zwischen 
(+  a^)  und  (—  öj). 


wächst 
in  das  Unendliche. 


divergirt. 


divergirt. 


divergirt. 


convergirt. 


convergirt. 


divergirt. 


divergirt. 


divergirt. 


divergirt. 


convergirt. 


divergirt. 


divergirt. 


oscillirt  zwischen 
aj  und  0. 


divergirt. 


divergirt. 


Tabelle  II. 


a 

.13 
o 

0 
oo 

Resultate: 

tu 

,Ä(a„  r^,  g) 

fi(a„g,d) 

«11 

^, 

9- 

«11 
An, 

&•• 

Oh, 

^, 

2- 

d, 
(Zi 

Oh, 

d. 

«n, 
d. 

«n 
«1. 
«11 

Oft. 

a^q^-Hq-D+dqiq**-^-!) 

a,g"-»(«-l)+rf(2«-»- 

') 

1) 

«n  —                        /         1  \ 

((Z  — 1) 

(s-i) 

• 

2) 

(a«-a,2"-«)(3-I) 

(3"-'-:)<z      ■ 

(«»-«,?"->)  (5-1) 
(«•-•- 1)            • 

• 

^         a,,^  -  a,  ö 

^"-        c 

:5) 

a,D+  CS,, 
A     ~    ■ 

a,D+CS„ 
<7„  =    -         ^           . 

,         F(q-l) 
Aq 

'^               A       -                    * 

4) 

a»A-CS„ 
«1-           j)          • 

a„A—  CÜn 

E(q-l) 
"^         Dq     ' 

E(q-\) 

5) 

an(q-l)-dqiq»-^-1) 
«1-                         G 

««(2-1)  — d(3"-'  — 1' 
«1                           Q 

• 

„        anB-\-  dq  D 

a„B-\-dD 
^           G(q     1)   • 

6) 

S„(q-1)^-A<lq 
«1=                 ^               . 

S„  (q-l)*-Ad 

«n=-         ^         - 

S„G{q—l)  —  Dd 
an  =                   ß 

[(g»-I)-»(<Z-1)]-^, 

(2"-l)  .  (2-1)  =  i;, 

(2«-»-l)(2-l)-  C, 

[(g.._l)_„g»-l(g    .1)]    =   D, 


Abbreviaturen ; 

!     [s„  (^- 1  )r-' -««(«"- 1)] 

[S„{q    -l)-a,(q"-\)2 

(7-l)9"-i 
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Es  folgt  somit: 


Es  folgt  somit: 


^  R(a^,  q,  dq)  =L  R(<h,,-dq,-^) 

^R{an,^,-d). 

Jede  arithmetisch-geometri- 
sche Reihe  R(ai^  dy  q)  enthält 
also  vier  gesetzmässige  Zal^len- 
folgen  o.  2. 

1)  sieb  selbst:  R{(hy^jQ)y 

2)  die    ioverse    arithmetisch- 
geometrische Reihe: 

R(an,  — ^^-K 

3)  die  coDgrnente  geometrisch- 
arithmetische  Reihe: 

and 

4)  die    inverse    geometrisch 
arithmetische  Reihe: 


R(an,  -d,  '■)J^R(n^,q,d) 

Jede  geometrisch-arithmeti- 
sche Reihe  enthält  also  vier  ge- 
setzmässige Zahlenfolgen  n.  z. 

1)  sich  selbst :  R  (a,,  g,  d), 

2)  die    inverse     geometrisch- 
arithmetische  Reihe: 

1      d 

3)  die  congruente  arithmetisch- 
geometrische Reihe: 


Ä(«i» ->«) 


and 


4)  die    inverse   arithmetisch- 
geometrische  Reihe: 

R  {an,  --d,  ->. 


Als  Beispiel  mögen  die  fünf  ersten  Glieder  der  im  |  ^  ^  aufge- 
stellten Reihe  dienen. 

Ä(a„  d,  q)  -  1,  8,  22,  50,  106,         Ä(a„  g,  d)  «  1,  5,  13,  29,  61. 


Ä(a»,  -dq,  -)  -  106,50,22,8, 1. 
Ä(a„  q,  dq)  =  1,  8,  22,  50,  106. 
R{an,  -,  — d)  «  106,  50,  22,  8, 1. 


Ä(an,^,— )  =  61,  29,13,  5,  1. 
Ä(«i,-,g)~  It  5,  13,  29,  61. 
Ä(«H,  -d,  J)  «  61,  99,  13,  5,  1. 


Wien,  im  August  1900. 
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XXXVIII. 

Geometrische  Sätze  über  die  Fläche  und  die 
Winkelsumme  des  Dreiecks  und   des  Vierecks. 

Von 

Dr.  W.  Veitmann  in  Poppelsdorf-Bonn. 


Diese  Sätze  werden  gewöhnlich  als  zur  nichteuklidischen  Geo- 
metrie gehörig  betrachtet  und  (nach  Bolyai)  mit  Hülfe  der  Linien 
gleichen  Abstandes  bewiesen.  Mau  kann  sie  jedoch  sehr  leicht,  ohne 
das  Parallelenaxiom  vorauszusetzen,  rein  Euklidisch  beweisen,  was 
vorzuziehen  ist,  weil  man  dann  sieht,  wie  weit  man  mit  der  Geo- 
metrie ohne  das  Parallelenaxiom  kommen  kann. 

Die  Constructionen ,  welche  zur  Verwandlung  der  Vierecke 
nötig  sind,  habe  ich  nicht  blos  als  möglich  nachgewiesen,  sondero 
wirklich  ausgeführt.  Benutzt  mau  die  Linien  gleichen  Abstandes, 
so  operirt  man  mit  langen,  die  möglicher-  und  sogar  wahrschein- 
licherweise gar  nicht  existiren,  mindestons  im  "Widerspruch  stehen 
mit  der  täglichen  Erfahrung  und  man  hat  dann  vielleicht  keine  volle 
Sicherheit,  dass  man  nicht  durch  die  vermeintliche  Anschauung  von 
Gebilden,  die  gar  keine  Realität  besitzen,  zu  Irrthümern  verleitet 
wird. 

L  Ein  Viereck,  in  welchem  je  zwei  gegenüber  liegende  Seiten 
gleich  sind,  will  ich  ein  Rautenviereck  nennen.  Sind  überdies  sämmt- 
liche  Winkel  gleich,  so  soll  es  ein  Rautenrechteck  heissen.  Wären 
endlich  ausserdem  alle  Seiton  gleich,  so  könnte  man  es  ein  Rauten- 
quadrat nennen.  Die  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Gegen- 
seiten nenne  ich  eine  Mittellinie  des  Vierecks. 
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wandeln,  so  hätte  man  den  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Winkelsnmme 
im  Dreieck  =27?  ist. 

Ich  gehe  auf  diesen  Ghegenstaud  hier  nicht  näher  ein,  eine  aus- 
führliche Behandlung  desselben  einem  Lehrbuch  vorbelialtend. 

Ich  darf  wohl  auf  Zustimmung  rechnen ,  wenn  ich  es  befremde 
lieh  nenne,  dass  man  so  einfache  Sätze  und  Beweise,  wie  die  hier 
vorgetragenen,  als  etwas  Absonderliches  betrachtet  und  dieselben 
einem  Gebiete  zuweist ,  welches  der  gewöhnlichen  ^  elementaren 
Geometrie  nicht  zugänglich  ist. 

Einige  allbekannte  Aufgaben,  die  sich  aber  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung des  Euklidi'schen  Axioms  allgemein  lösen  lassen,  will  ich 
noch  hinzufügen. 

XVI.  Ein  Rautenviereck  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  welches 
einen  gegebenen  Winkel  hat. 

Das  Gonstructionsverfahren  kann  an  Fig.  8.  gezeigt  werden,  wo 
das  Eautenrechteck,  dessen  eine  Mittellinie  HG  und  dessen  obere 
Hälfte  CD  HG  ist,  die  zu  verwandelnde  Figur  sei.  Ist  der  gegebene 
Winkel  kleiner  als  der  Winkel  CDH^  so  ziehe  man  DQ  so,  dass 
der  Winkel  CDQ  die  gegebene  Grösse  erhält.  Dann  nehme  man 
BA  =  HG  und  vervollständige  die  Construction  des  Rautenvier- 
ecks CDQF.  Hierbei  ist  jedoch  vorausgesetzt,  dass  die  Linie  DQ 
die  Linie  HG  oder  deren  Verlängerung  schneidet,  was  man  ohne  das 
Euklidische  Axiom  nicht  bei  beliebiger  Kleinheit  des  Winkels  CDQ 
behaupten  kann.  Wäre  der  gegebene  Winkel  grösser,  als  der  Winkel 
CDH^  DCG^  so  würde  man  CP  so  ziehen,  dass  Winkel  DCP 
gleich  dem  gegebenen  würde  und  die  weitere  Construction  wäre  dann 
wesentlich  dieselbe,  wie  vorhin.  Voraussetzung  wäre  hier  ebenfalls, 
dass  die  Linie  CP  die  Linie  GH  oder  deren  Verlängerung  schneidet. 
Dass  die  Figur,  von  welcher  ich  ausgegangen  bin,  ein  Rauteurechteck 
ist,  war  offenbar  unwesentlich;  ein  beliebiges  Rautenviereck  würde 
man  auf  gleiche  Weise  verwandeln  können. 

XVir.  Ein  Rautenviereck  in  ein  anderes  mit  einer  gegebenen 
Seite  zu  verwandeln. 

Wenn  die  gegebene  Seite  nicht  kleiner  ist,  als  das  Doppelte 
von  CG  in  Fig.  8.,  so  ist  di)  Construction  dieselbe,  wie  in  XVI., 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Linie  DQ  nicht  unter  einem 
bestimmten  Winkel,  soiuirn  so  gezogen  wird,  dass  DB  gleich  der 
Hälfte  der  gegebenen  S<  ite  wird.  Nach  Früherem  kann  nun  ein 
gegebenes  Rautenrechteck  immer  in  ein  anderes  verwandelt  werden, 
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dessen  eine  Büttellinie  beliebig  klein  ist  Daraus  folgt  aber  nicht, 
dass  aucb  die  zu  dieser  Mittellinie  rechtwinklige  Seite  beliebig 
klein  wird,  so  lange  man  nicht  ;das  Enklid'sche  Axiom  Toranssetzt. 
Ohne  das  letztere  hat  man  also  keine  Gewissheit ,  dass  die  Gon- 
stmctiöti  immer  ausführbar  ist. 

Soll  ein  DreDeck  in  ein  anderes  mit  gegebenem  Winkel  oder 
gegebener  Seite  verwandelt  werden,  so  setze  man  das  Dreieck  mir 
einem  ihm  congrnenten  zn  einem  Rantenviereck  zusammen.  Ver- 
wändölt man  dann  das  Viereck,  so  ist  das  Dreie<&  gleichzeitig  mit 
Torwandelt. 
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Fig.  7.  gleiche  Mittellinie  AB  ==  GH,  sowie  nach  VI.  gleiche  Fläche 
und  gleiche  Winkelsumme.  Die  andere  Mittellinie  KO  ist  gleich  der- 
Mittellinie  ZÄ  des  Eautenrechtecks  Fig.  6.  Man  lege  nun  Fig.  8 
80,  dass  OK  horizontal  wird.  Dann  verwandle  man  nach  VI.  dieses 
Kautenviereck  in  ein  Rautenrechteck,  dessen  eine  Mittellinie  —  OK 
ist.  Das  so  erhaltene  Rautenrechteok  stimmt  mit  Fig.  6.  in  der 
Fläche  und  einer  Mittellinie  und  daher  nach  VIII.  auch  in  der  an- 
deren Mittellinie  überein;  d.  h.  es  ist  demselben  congruent. 

Hiermit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Rautenrechtecke  Fig.  6.  und  7.  gleiche  Fläche 
haben,  ist  Fig.  7.  .ohne  Aenderung  der  Fläche  und  der  Winkelsumme 
so  umgewandelt  worden,  dass  es  mit  Fig.  6.  congruent  wurde,  womit 
also  die  Gleichheit  der  Winkelsummen  bewiesen  ist. 

X.  Rautenvierecke  von  gleicher  Fläche  haben  gleiche  Winkel- 
summe. 

Man  kann  nach  VI.  zwei  solche  Rautenvierecke  ohne  Aenderung 
der  Fläche  und  der  Winkelsumme  in  Rautenrechtecke  verwandeln, 
welche  dann  nach  IX.  gleiche  Winkelsumme  haben. 

XI.  Dreiecke  von  gleicher  Fläche  haben  gleiche  Winkelsumme. 

Haben  zwei  Dreiecke  gleiche  Fläche  und  setzt  man  jedes  der- 
selben mit  einem  ihm  congruenten  zu  einem  Rautenviereck  zusammen, 
so  haben  diese  Vierecke  gleiche  Fläche  und  somit  nach  IX.  gleiche 
Winkelsumme.  Die  Winkelsumme  der  Dreiecke  ist  aber  die  Hälfte 
derjenigen  der  Vierecke;  somit  sind  die  Winkelsummen  der  Dreiecke 
ebenfalls  gleich. 

Xn.  Die  Fläche  eines  Dreiecks  ist  proportional  dem  üeber- 
schusse  von  2R  über  seine  Winkelsumme. 

Zwei  beliebige  Dreiecke  Di  und  D^  mögen  sich  ihrer  Fläche 
nach  zu  einander  verhalten  wie  zwei  ganze  Zahlen  m^  und  m2.  Die 
Winkelsiimmen  seien  S^  und  S^,  die  Ueberschüsse  von  2R  über  die 
Winkelsumme  w^  und  %.  Man  zerlege  durch  Linien  von  einer  Ecke 
ans  das  Dreieck  D^  in  m^  Dreiecke,  D^  in  m^  Dreiecke,  die  alle 
einander  gleich,  »  d  sind.  Die  nach  XI.  gleiche  Winkelsumme  in 
den  Dreiecken  ==  d  sei  «.    Dann  ist 

1)  Si  =  m^8-     (mi  — l)  .  2/2  =  2R  —  m^(2R  —  s) 

2)  52  =  m2«— (W2  — 1)  .  2R  =  2R  —  m^i2R-'a) 
u^  =  7n^{2R  —  s) 

Wj  z=zm^{2R  —  «) 

3)  «ji  :  t*2  =  »h  :  m^. 
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XIII.  Die  Winkelsamme  ist  entweder  in  allen  Dreiecken  grösser 
als  2R  oder  in  allen  ^  2R  oder  in  allen  kleiner  als  2R, 

Wenn  in  obigen  Oleichnngen  (1)  und  (2)  2R—s  kleiner  als  0, 
gleich  O  oder  grösser  als  O  ist,  so  sind  jS|  und  S^  resp.  beide  grösser 
als  2R  =  2R,  kleiner  als  2 R. 

Damit  ist  obige  Behauptung  bewiesen. 

XIY.  Die  Snmme  der  Winkel  eines  Dreiecks  kann  nicht  grösser 
als  2R  sein. 

In  Fig.  4.  kann  man  das  Rautenviereck  ABCDy  während  AB 
fest  bleibt,  so  verwandeln,  dass  die  Mittellinie  IK  sich  beliebig  weit 
nach  links  verschiebt.  Dadurch  wird,  wie  leicht  ersichtlich,  der 
Winkel  &,  and  somit  auch  der  Winkel  ADB  beliebig  klein.  Der 
Winkel  ABD  wird,  wenn  auch  vielleicht  nicht  beliebig  klein,  doch 
wenigstens  beständig  kleiner.  Legt  man  das  Rautenviereck  ABCD 
so,  däss  die  andere  Mittellinie,  welche  die  Mitten  von  AB  und  CD 
verbindet,  horizontal  wird,  so  kann  man  auf  gleiche  Weise  den  Winkel 
ABD  beliebig  klein  machen,  während  ADB  wenigstens  kleiner  wird. 
Das  Dreieck  ABD  kann  also,  ohne  seine  Winkelsumme  zu  ändern, 
so  verwandelt  werden,  dass  die  Winkelsamme  gleich  dem  Winkel 
DAB  plus  einer  beliebig  kleinen  Winkelgrösse  wird.  Der  Winkel 
DAB  wird  hierbei  nie  grösser  als  2R\  mithin  ist  jetzt  bewiesen, 
dass  die  Winkelsnmme  des  Dreiecks  ABD  nicht  um  eine  noch  so 
kleine  Grösse  den  Werth  2  R  übertreffen  kann. 

XV.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  Winkelsnmme  eines  Drei- 
ecks kleiner  sm  als  2R,  so  kann  die  Fläche  eines  Dreiecks  nicht 
beliebig  gross  sein. 

In  obiger  Gleichung  (3)  möge  das  Dreieck  D^  unverändert,  also 
m|  und  U]  constant  bleiben.  Könnte  man  jetzt  m^  beliebig  gross 
nennen,  so  müsste  auch  u^  beliebig  gross  werden  können,  während 
doch  der  Ueberschuss  von  2R  über  die  Winkelsumme  nicht  grösser 
Bis  2R  werden  kann. 

XYI.  Man  würde  noch  verschiedene  hierher  gehörige  Aufgaben 
hinzufügen  können,  z.  6.  Verwandlung  eines  Dreiecks  in  ein  anderes 
mit  einer  gegebenen  Seite  oder  einem  gegebenen  Winkel.  Allgemeine 
Constructionen  würde  man  hierfür  haben;  man  würde  jedoch  nicht 
nachweisen  können,  dass  sie  immer  anwendbar  wären.  Könnte  man 
ein  Dreieck  in  ein  anderes  mit  einer  beliebig  kleinen  Seite  oder 
einem  beliebig  wenig  von  zwei   Rechten  verschiedenen  Winkel  ver- 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Abhandlung  über  die  Kräfte  der  Elektricität  bei  der  Muskel- 
bewe^ung.  Von  Aloisius  Galvani  (Comm.  Bonon.  Sc.  et  Art. 
inst,  et  Acad.  T.  7)  (1791).  Herausgegeben  von  A.  von  J.  Oettin- 
geu.  Mit  21  Figuren  auf  vier  Tafeln.  Leipzig  1894.  Wilhelm 
Engelmann.    76  S. 

Der  Verfasser   erklärt   die    sehr  ausgedehnte  Reihe   von   Ver- 
suchen, über  welche  die  Abhandlung  berichtet,  für  den  Anfang  seiner 
Bemühung   zu   einer  Theorie  der  Wirkung  der  Elektricität  auf  die 
Muskelbewegung  zu  gelangen,  von  welcher  er  bis  zur  Zeit  der  Ver- 
öflfentlichung    noch    sehr   fern    sei.     Gleichwol   ist   schon    hier   die 
Variation  der  eingeführten  Fälle  isolirter  Wirkung  nebst  den  beson- 
dern   sich  ergebenden    Schlüssen  eine  sehr  grosse.     Der  erste  Teil 
des  Berichts  betrifft  ausschliesslich  Versuche   mit  Maschinenelektri- 
cität.     Es  werden  verglichen  die  directen  Wirkungen  auf  die  Muskeln 
und  Nerven  bei  kürzern  und  längern  Zuleitungsdrähten.    Namentlich 
ergab  sich,  dass  die  Muskelcontractionen  gleichzeitig  mit  dem  Ueber- 
springen  von  Funken  eintraten.     Es  folgt  eine  Reihe  von  Versuchen 
mit  atmosphärischer  Elektricität,  welche  zu  der  übereinstimmenden 
Bemerkung  führt,  dass  nämlich  die  Muskelcontractionen  immer  gleich- 
zeitig   mit  den  Blitzen   eintreten.     Nun  folgt  die  Untersuchung  der 
grössten   und  schwierigsten  Frage  nach   den  Kräften  der  tierischen 
Elektricität.    Dass  das  Ziel  des  ziemlich  complicirten  experimentellen 
Verfahrens   die  Ermittelung  der  Natur  und  Entstehung  der  bei  der 
gewöhnlichen  Muskolbewegung  tätigen  Kraft,    sowie  der  Nachweis 
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ihrer  in  der  Elektricität  der  Nerven  zu  sncheDden  Quelle  ist,  lässt 
sich  wo!  bezweifeln;  doch  ist  der  dabei  waltende  Gedankengang  nicht 
leicht  verständlich;  auch  lassen  die  Aeusserungen  des  Verfassers 
nicht  wol  mehr  als  die  Hoffnung  erkennen,  auf  dem  begonnen  Wege 
später  zu  einer  Entscheidung  zu  gelangen.  Demgemäss  schliesst  die 
Abhandlung  mit  „einigen  Vermutungen  und  Schlnssfolgerungen." 

H. 


Le  speculazioni  di  Giovanni  Benedetti  sub  moto  dei  gravi. 
Nota  di  Giovanni  Vailati.    Torino  1898.    Carlo  Glausen. 

Giovanni  Benedetti ,  geboren  1530  in  Venedig ,  gestorben  1590 
in  Turin,  Sohn  eines  Spaniers,  bezeichnet  sich  selbst  in  einer  Vor- 
rede als  Autodidakten  und  tritt,  ohne  Unterricht  in  einem  wissen- 
schaftlichen Schulcursus  erhalten  zu  haben,  im  Alter  von  18  Jahren 
als  Philosoph ,  Musiker  und  Mathematiker  auf.  Hiermit  steht  wol 
in  Verbindung,  dass  er  besonders  scharf  herrschende  Meinungen  io 
der  Mechanik  bekämpft ,  namentlich  wird  ein  bitterer  Angriff  gegen 
Taisnerius  angeführt.  Der  Hauptgegenstand  seiner  Forschung  war 
die  Bewegung  schwerer  Körper ,  jedoch  soweit  der  erste  Teil  seiner 
Schrift  erkennen  lässt,  in  mehrfacher  Beschränkung;  erstens  ist  es 
nur  die  Bewegung  in  der  Richtung  der  Kraft,  zweitens  wird  nach 
der  Beschleunigung  überhaupt  nicht  gefragt,  sondern  nur  nach  der 
Geschwindigkeit  als  Quotient  eines  Gesamtwegs  durch  die  Zeit 
Diese  (mittlere)  Geschwindigkeit  wird  als  abhängig  vom  Gewichte 
des  fallenden  Körpers  und  von  der  Dichte  des  Mittels  betrachtet 
Der  Fall  durch  leeren  Raum  wird  einmal  erwähnt,  doch  ohne  dea 
Gedanken  zu  verfolgen.  Der  zweite  Teil  der  Schrift  schlägt  eine 
ganz  neue  Richtuug  ein.  Der  Einfiuss  des  Mittels  auf  die  Bewegung 
fällt  ausser  Beobachtung.  Statt  dessen  bilden  die  Begriffe  der  Träg- 
heit und  Beharrung  den  Gegenstand  seiner  .Forschung.  Der  Körper 
hat  von  Natur  die  Neigung  seine  Richtung  beizubehalten  und  sich 
in  gerader  Linie  zu  bewegen.  Die  Dauer  der  Kraft  muss  seine  Ge- 
schwindigkeit beständig  vergrössern.  H. 


H  principio  dei  lavori  virtuali  da  Aristotele  a  Erone 
d*  Alessandria.  Nota  dei  Dott.  Giovanni  Vailati.  Torino 
1897.    Carlo  Clausen.     25  S. 

Der  Verfasser  zeigt  an  drei  aus  dem  Altertum  erhaltenen 
Schriften  die  Anfänge  der  wissenschaftlichen  Forschung,  aus  der  sich 
die  heutige  Mechanik  entwickelt  hat.  Es  sind  1)  die  MfjxavLxa 
Ugoßkrifiata  von  Aristoteles,  2)  De  ponderibus  von  Jordanus  Nemo- 
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rarias  aus  dem  13.  Jahrbandert,  3)  BaQovXKog  (Hebewiadc)  von 
HeroD.  Die  zweitgenannte  ist  lateinische  Uebersetzung  von  Frag- 
menten, als  deren  Autor  Aristoteles  angenommen  zu  sein  seheint, 
obgleich  sie  einen  Unterschied  von  dessen  Auffassung  kund  gibt. 

H. 


Abhandlungen  über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen 
von  N.  H.  Abel  und  E.  Galois.  Deutsch  herausgegen  von  H.  Maser. 
Berlin  1889.    Julius  Springer.    155  S. 

Abel  und  Galois  haben  das  Problem  der  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  höhern  als  4.  Grades  auf  die  Aufgabe  redu- 
cirt,  die  Bedingung  zu  finden,  unter  der  eine  rational  gegebene 
Gleichung  nur  algebraische  Wurzeln  hat.  Die  dahin  führenden  Ab- 
handlungen Beider  erscheinen  hier  zur  Erleichterung  des  Studiums 
zusammengestellt;  es  sind  die  folgenden  Abhandlungen  von  Niels 
Henrik  Abel:  Ablianllung  übjr  die  algebraischen  Gleichungen, 
in  welchen  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung 5.  Grades  bewiesen  wird.  Beweis  der  Unmöglichkeit  der  alge- 
braischen Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen,  welche  den  4. 
Grad  übersteigen.  Abhandlung  über  eine  besondere  Classe  alge- 
braisch auflösbarer  Gleichungen.  Ueber  die  algebraische  Auflösung 
der  Gleichungen.  Neue  Theorie  der  algebraischen  Auflösung  der 
Gleichungen.  —  Abhandlungen  von  fivariste  Galois:  Beweis  eines 
Satzes  über  die  periodischen  Kettenbrüche.  Analyse  einer  Abhand- 
lung über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleiihuugeu.  Ueber  die 
Theorie  der  Zahlen.  Brief  von  Galois  an  Auguste  Chevalier.  Ab- 
handlung über  die  Bedingungen  der  Auflösbarkeit  der  Gleichungen 
durch  Wurzelgrösseu.  Bruchstücke  einer  Abhandlung:  Von  den 
primitiven  Gleichungen,  welche  durch  Wurzelgrösseu  lösbar  sind.  — 
Galois  ist  geboren  1811,  gestorben  1832.  H. 


Robert  Mayer  und  Hermann  v.  Helmholtz  eine  kritische 
Studie  von  Dr.  Th.  Gross.    Berlin  1S98.    M.  Krayn.    174  S. 

Obgleich  die  Schrift  ihrem  weit  überwiegenden  Inhalte  nach, 
welcher  der  Kritik  anheimfällt,  eine  philosophische  Arbeit  ist,  .so 
können  wir  sie  doch  hier  nur  als  litterarische  Erscheinung  bespre- 
chen: die  Kritik  nämlich  erfordert  in  so  vielerlei  Punkten  Gegen- 
kritik, dass  sich  diese  nicht  wol  in  der  nötigen  Kürze  geben  lässt; 
grösstenteils  würde  es  sich  dabei  um  bekannte  Schwächen  der  for- 
malen  Logik  handeln.    Wörtlich   mit-^eteilt  sind  aus  den  Schriften 
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8ter,  dann  zweiter  Ordnung;  die  zweite  Stufe,  Punkt-  und  Strahlen- 
felder, von  Ab-  und  Umbildungen  erster,  dann  von  Um-  und  Ab- 
bildungen zweiter  Ordnung.  >   H. 


Lehrbücher. 

Dr.  Franz  Ritter  von  Mo«*nik8  Lehrbuch  der  Arithmetik 
für  Unter-Gymnasien  bearbeitet  von  Anton  Neumann,  Professor 
am  k.  k.  akademischen  Gymnasium  zu  Wien.  Erste  Abteilang  für 
die  I.  und  IL  Classe.  Fünfunddroissigste ,  veränderte  Auflage.  — 
Zweite  Abteilung  für  die  III.  und  IV.  Classe.  Sechsundzwaugzigste, 
veränderte  Auflage.  —  Mit  hohem  k.  k.  Ministerialerlass  allgemein 
Zulässig  erklärt.    Wien  und  Prag  1898.   F.  Tempsky.   124+1 10  S. 

Die  1.  Abteilung  beginnt  mit  der  Einführung  in  das  dekadische 
Zahlensystem  y  an  welches  sich  die  Anwendung  auf  Oecimalbrüche 
unmittelbar  anschliesst.  Hierin,  wie  iu  den  elementaren  Rechnungen 
ist  die  äussersto  Sorgfalt  beim  Streben  nach  Gründlichkeit,  Umsicht 
und  correctem  Ausdruck  in  hohem  Masse  anzuerkennen.  Um  so 
mehr  ist  es  auffallend,  dass  der  wertvollste  Gewinn  des  dekadischen 
Zahlensystems,  der  Algorithmus,  durchweg  geringschätzig  beiseile  ge- 
schoben ist,  was  mit  dem  übrigen  Zuwerkegehen  im  stärksten  Con- 
trast  steht.  Vom  Eingreifen  der  Addition  und  Subtraction  mehrerer 
Ziffern  gleichen  Ranges  in  den  nächst  höhern  Rang  ist  nirgends  die 
Rede.  Diesen  Fall  hat  der  Verfasser,  wie  man  leicht  merkt,  überall 
geflissentlich  vermieden;  denn  bei  der  Erklärung  sind  die  Beispiele 
stets  so  gewählt,  dass  nie  die  Summe  zweier  Ziffern  zweiziffrig  oder 
ein  Subtrahend  grösser  als  der  Minuend  ist.  Bei  den  (JebuDgsbei- 
spielen  hingegen  kommt  der  Fall  häufig  vor;  hier  traut  der  Ver- 
fasser dem  Schüler  plötzlich  zu,  dass  er  sich  zu  helfen  wissen  werde, 
nachdem  er  ihm  noch  eben  zuvor  alle  Gelegenheit  entzogen  hat* 
den  Fall  zu  beachten,  das  Verfahren  zu  erlernen  und  zur  Regel  zu 
machen.  —  Ausser  den  4  Species  sind  iu  der  1.  Abt.  noch  die  Teil- 
barkeit der  Zahlen,  die  Rechnung  mit  gemeinen  Brüchen,  die  Pro- 
portionen, die  Rechnung  mit  benannten  Zahlen  und  einige  Anwen- 
dungen behandelt;  in  der  2.  Abt.  Algebra  als  Buchstabenrechnung, 
Quadriren,  Kubiren,  Wurzelausziehen,  Gleichungen  1.  G  ades  und 
einige  Anwendungen.    Aufgaben  sind  stets  beigefügt.     Hoppe. 
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Macniks  geometrische  Anscbauungslehre  für  Uater-Gymnasien. 
Bearbeitet  von  Johann  Spielmann.  I.  Abteilung  (für  die  I.  und 
II.  Classe).  Mit  114  Figuren.  Fttnfundzwanzigste  veränderte  Auf- 
lage. ~  If.  Abteilung  (für  die  III.  und  IV.  Classe.)  Mit  91  Figuren. 
Zwanzigste,  veränderte  Auflage.  -—  Mit  hohem  k.  k.  Ministerial-Er- 
lass  allgemein  zulässig  erklärt.  Wien  und  Prag  1899.  F.  Tempsky. 
82  +  91  S. 

Die  Geometrie  zeigt  dieselbe  Sorgfalt,  Gründlichkeit  und  Um- 
sicht wie  die  Arithmetik  des  gleichen  Verfassers.  Hier  galt  das 
Streben  der  Orientirung  im  Kaume,  die  aber  nicht  in  weit  umfassen- 
dem Sinne  (wie  von  der  neuern  synthetischen  Geometrie),  sondern 
im  engsten  Gebiete  isolirter  Elemente  (wie  von  Euklid)  in  Angriff 
genommen  wird.  Den  Anfang  bietet  die  Betrachtung  des  Würfels. 
Auf  Ebeoe,  Gerade  folgen  weiter  Krois,  Winkel ,  Parallele ,  Dreieck 
CoDgruenz,  Viereck,  Vieleck.  Der  Vortrag  bindet  sich  an  kein  gleich- 
massiges  Priucip :  er  sorgt  vielmehr,  nichts  nützliches  zu  übergehen. 
Sätze,  Conslructionsaufgaben  werden  gelegentlich  gegeben.  —  Die 
II.  Abt.  behandelt  die  Flächengleichheit,  Ausmessung  und  Aehnlich- 
keit,  dann  die  Geraden  und  Ebeaen  im  Räume,  Körper  und  deren 
Ausmessung.  H. 

Dr.  Franz  Ritter  von  Moeniks  Lehrbuch  der  Arithmetik 
und  Algebra  nebst  einer  Aufgaben-Sammlung  für  die  obern  Classen 
der  Mittelschulen.  Bearbeitet  von  Anton  Neumann,  Professor  am 
k.  k.  akademischen  Gymnasium  in  Wien.  Mit  hohem  k.  k.  Mini- 
sterialerlass  allgemein  zulässig  erklärt.  Wien  und  Prag.  1876. 
F.  Tempsky.    306  8. 

Die  Hauptabschnitte  des  Buchs  sind  folgende:  Addition  und 
Subtraction.  Multiplication  und  Division.  Gleichungen  des  1.  Gra- 
des. Potenziren,  Reduciren  und  Logarithmiren.  Gleichungen  des 
2.  Grades.  Unbestimmte  Gleichungen.  Kettenbrüche.  Progressio- 
nen. Combinationslehre.  Einige  Themata  werden  noch  in  einem 
Anhang  behandelt.  Mit  dieser  Einteilung,  die  sich  an  die  Rech- 
nungsarten anknüpft,  würde  indes  der  immer  wachsende  Inhalt  des 
Begriffsgebietes  wenig  kund  getan  sein;  es  wird  nach  Ermessen  des 
Verfassers  an  bester  Stelle  entwickelt.  Im  ganzen  ist  das  Streben 
nach  wissenschaftlich  correcter  Darlegung  sehr  anzuerkennen.  Die 
zu  den  einzelnen  Abschnitten  gehörigen  Uebungen  finden  sich  in 
deren  Reihenfolge  am  Schlüsse  des  Buchs.  H. 

Leitfaden  der  Geometrie  für  höhere  Schulen.     Von  Dr.  Her- 
mann Dobriner,   Oberlehrer  an  der  Realschule   Philantropin  zi| 


g  Litterarischer  Bericht  LXV. 

Frankfurt    a.  M.     Mit  zum  Teil  farbigen   Figuren.     Leipzig  1890. 
R.  Voigtländer. 


Es  ist  dem  Ref.  nur  das  Geleitwort  und  das  Inhaltsverzeichniss 
zugegangen,  kann  daher  das  Folgende  nur  als  teilweise  Wiedergabe 
der  Charakterisirung  von  Seiten  des  Verfassers  gelten.  Die  Worte 
des  Leitfadens  sind  nicht  dafür  bestimmt  von  den  SchtQern  beim 
Unterricht  wiederholt,  noch  überhaupt  im  Gcdächtniss  behalten  zu 
werden,  sondern  vielmehr  dem  Zwecke  entsprechend  gewählt,  den 
systematischen  Zusammenhang  der  Lehren  einfach  und  leichtfasslich 
darzustellen  und  eben  dadurch  die  Lehren  zum  dauernden  Eigeatum 
zu  machen.  Die  Beweise  sind  meist  nur  angedeutet.  Die  Aus- 
führung bleibt  in  allen  Beziehungen  dem  Lehrer  überlassen.  Die  3 
Teile  des  Buchs  enthalten  die  Pcnsa  für  3  Classen.  Der  L  Teil, 
reine  Planimetrie,  hat  die  13  Abschnitte:  Grundsätze  und  Erklärun- 
gen, Gongruenz;  Dreieck;  Parallelen;  Parallele jrramm;  ebener  Kegel; 
Kreis;  Flächeugleichheit;  gleiche  Rechtecke  gebildet  aus  den  Seiten 
ähnlicher  rechtwinkliger  Dreiecke:  proportionale  Strecken;  perspec- 
tivische  Figuren:  goldener  Schnitt;  Proportionen  zwischen  Flächen 
und  Strecken:  Der  II.  Teil,  rechnende  Planimetrie,  hat  die  5  Ab- 
schnitte: Verhältniss  zweier  commensurabeln  Grössen;  Masszahlen 
geradlinig  begrenzter  Flächen;  Berechnung  verschiedener  Stücke 
eines  Dreiecks  aus  den  Masszahlen  seiner  Seiten ;  regelmässige  Viel- 
ecke und  Kreis:  Anfangsgründe  der  Trigonometrie.  Der  IIL  Teil, 
Anfangsgründe  der  Stereometrie,  hat  die  4  Abschnitte;  Lage  von 
Ebenen  und  Geraden  im  Räume;  perspectivisches  Zeichnen;  einfachste 
Körper  mit  krummen  Oberflächen,  einfachste  Polyeder.  H. 


Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Raunigrössen-Lehre.  Im  Auf- 
trage der  früheren  Königlich  Preussischen  General-Inspection  der 
Artillerie  und  mit  Zustimmung  der  jetzigen  Königlich-Preussischen 
General-Inspection  der  Fuss- Artillerie  zum  Gebrauche  als  Leitfaden 
bei  dem  mathematischen  Unterricht  in  den  Regiracnts-Schulen  der 
Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim  Selbst  Unterricht,  bearbeitet  von 
R.  Foth,  Feuerwerks-Major  a.  D.  Mit  135  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  Fünfte  Auflage.  Hannover  und  Berlin  1F99.  Carl 
Meyer  (Gustav  Prior).    300  S. 

Die  3.  Auflage  ist  im  25.  litterarischen  Bericht  S.  1,  die  4.  Aufl. 
im  51.  1.  B.  S.  2b  besprochen.  Die  gegenwärtige  Auflage  nnter- 
pcheidet  sich  in  nichts  >ve3entlic}iem  von  den  früheren,  H, 
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Elementarmethodische  Behandlung  der  Logarithmen  und  ihrer 
Anwendungen  für  Seminare,  Gymnasien,  Realschulen,  technische 
Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte.  Von  Richard  Herr- 
mann, Seminar-Oberlehrer  in  Nossen.  Gotha  1899.  F.  F.  Thiene- 
mann.    63  S. 

Diese  Schrift  bildet  das  10.  Heft  des   Werkes:    Beiträge    zur 
Lehrerbildung  und  Lehrerfortbildung.      Herausgegeben  von  K.  Mu- 
thesius,  Seminarlehrer  in  Weimar.    Sie  ist  ein  erweiterter  Sonder- 
abdruck der  dem   7.  Berichte  des  Köuigl.   Seminars  zu  Nossen  bei- 
gegebenen wissenschaftlichen  Abhandlung.     Die  gesonderte  Behand- 
lung der  Logarithmeulehre ,  welche  doch  von  Natur  einen  Teil  der 
Algebra  ausmacht,    die  also  um   der  Vollständigkeit  der  Principien 
der  Algebra  willen  beim  Unterrichte  in  derselben  nicht  fehlen  kann, 
scheint  darauf  hinzudeuten,  dass  das  Betreiben  der  Logarithmenlehre 
ein  erst  in  neuerer  Zeit  erhobener  Anspruch   an  die  Lehrerbildung 
ist.     Dieser  neue  Lehrgegenstand  musste    nun  pädagogische  Fragen 
und   Aufgaben  in  mehr  als  einer  Gestalt  zugleich  hervorrufen:    es 
handelt  sich  einerseits  um  das  Verständniss  der  Bedeutung  des  Lo- 
garithmus und  seiner  Theorie  innerhalb  der  Algebra  als  zweite  In- 
version der  Potenz,  andrerseits  um  seinen  Gebrauch  zum  Instrument 
der    numerischen    Rechenkunst.     Die   letztere  Seite    der  Auffassung 
bietet  dem  Unterricht  und  Studium  ein  so  grosses  Feld  dar  und  be- 
findet sich  als  Quelle  neu  erlangter  Fähigkeit  in  soviel  günstigerer 
Lage,   um  das  Interesse  auf  sich  zu  lenken ,  dass  leicht  die  erstero 
in  Vergessenheit  fällt,  das  theoretische  Verständniss  una  der  geistes- 
bildende Inhalt  der  Logarithmus-Lehre  verloren  geht,  und  dann  die 
Kunst   ohne    Urteil  als   reine  Fertigkeit  geübt    wird.    Ein   solcher 
Einfluss  der  gesonderten  Behandlujig  der  Logarithmus-Lehre  ist  nun 
bei    gegenwärtiger  Bearbeitung  ausgeschlossen,    indem  die  Theorie 
gleich  anfangs  zur  Hauptsache  gemacht,   der  Logarithmus  nicht  als 
hinzukommender  Lehrgegenstand  eingeführt  wird,  sondern  seine  Stelle 
innerhalb  der  7  Grundoperationen  einnimmt.    Die  Anwendungen  zur 
numerischen  Rechnung  werden  getrennt  behandelt,  nachdem  vorher 
im  Anschluss  an  die   Theorie  die  Einrichtung  der  Tafeln  erläutert 
und  motivirt  ist.    Nun  stellt  aber  die  Logarithmenlehre  der  Methode 
manche  pädagogische  Aufgabe,  welche  bei  den  übrigen  Grundoperationen 
nicht  vorkommt,  in  welcher  also  irgend  welche  Schwierigkeiten  ge- 
funden  werden   können.     Das  Verhalten    diesen  gegenüber   entzieht 
sich    der    Beurteilung,  weil    der   vorauszusetzende   Standpunkt   der 
Lernenden  zu  verschieden  ist.     Nur  soviel  sei  als  charakteristisch 
für  das  Zuwerkegehen  bemerkt,  dass  dasselbe   nicht  grösstmögliche 
Einfachheit  und  Leichtfasslichkeit,  sondern  erschöpfende  Behandlung 
aller  zur  Doctrin  gehörigen  Punkte  anstrebt,  zum  Teil:  Punkte,  welche 
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die  Anfänger  nichts  angehen,  deren  Erörterung  daher  die  Lehre  nar 
complicirt  macht.  Nur  aus  diesem  Grunde  kann  man  die  gegen- 
wärtige Bearbeitung ,  die  sonst  hinsichtlich  ihrer  Gründlichkeit  nud 
Sorgfalt  für  den  Lehrer  Wert  haben  mag,  nicht  für  definitiv  zum 
Unterricht  geeignet  erklären.  Hoppe. 


Text-book  of  algebra  with  exercises  for  secoudary  schools  and 
Colleges.  By  George  Egbert  Fish  er,  M.  A.  Ph.  D.  and 
Isaac  J.  Schwatt,  Ph.  D.  Assistent  Professors  of  mathematics  iu 
the  üniversity  of  Pensylvania.  Part  L  Philadelphia  1898.  Fisher 
and  Schwatt.    683  S. 

Das  Lehrbuch  ist  dafür  eingerichtet,  bei  vorausgesetzter  Be- 
kanntschaft mit  den  elementaren  Rechenoperationen  mit  den  geriug- 
sten  Ansprüchen  au  mathematische  Begabung  den  Lernenden  in  lang-, 
Samen  Schritten  zum  Verständniss  der  Algebra  zu  führen.  Es  werden 
(nach  einleitender  Erklärung  der  allgemeinen,  positiven  und  negativen 
Zahlen)  nach  einander  behandelt:  die  4  Grundoperatiouen  in  allge- 
meinen Zahlen;  dieselben  au  ganzen  algebraischen  Ausdrücken; 
ganze  algebraische  Gleichungen;  typische  Formen;  Klammern;  Fac- 
toren  und  Vielfache  ganzer  algebraischer  Ausdrücke;  Brüche;  ge- 
brochene Gleichungen  in  1  Unbekannten;  Gleichungen  mit  allgemei- 
nen Bekannten ;  Interpolation  der  Lösungen ;  simultane  lineare  Glei- 
chungen; Aufgaben,  welche  zu  solchen  führen;  Potenzwurzeln;  Un- 
gleichungen; Irrationalzahlen;  irrationale  Potenzwurzeln  als  Hational- 
zahleu  (surds);  imaginäre  und  complexe  Zahlen;  quadratische  Glei- 
chungen; Gleichungen  höheren  Grades;  irrational  gegebene  Gleichua- 
gen;  simultane  quadratische  und  höhere  Gleichungen;  Verhältniss, 
Proportion  und  Veränderung;  Exponentialfunctionen ;  Progressionen; 
das  Binomialtheorem  für  positive  ganze  Exponenten.  H. 


Das  Ganze  des  Linearzeichnens  für  Gewerbe-  und  Realschulen, 
sowie  zum  Selbstunterricht  Von  Professor  Heinrich  Weis- 
haupt. 4  Abteilungen  in  132  Tafeln  nebst  erläuterndem  Text.  2. 
Abteilung:  Geometrische  Projectionslehre.  1.  Stufe.  Mit  30  Tafeln. 
4.  Auflage,  neu  bearbeitet  von  Dr.  Max  Richter,  Oberlehrer  an 
der  1.  Realschule  zu  Leipzig.  Leipzig  1896.  Hermann  Zieger.  91  S. 
Text. 

Nach  Einleitung  über  Darstellungsweisen  wird  behandelt:  Dar- 
Stellung  von  Punkten,  Linien  und  Ebenen  in  Normalprojection; 
Parstellung  von  Prisma,  Cylinder  und  Pyramide  in  Normalprojection; 
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üebergang  von  der  Normal projection  zu  andera  Projectionsmetho- 
den;  Durchschnitte  kautiger  uod  runder  Körper  mit  Ebenen  und 
Entwickeluug  ihrer  Oberfläche;  Darstellung  von  Rotationsflächen; 
Durchdringung  zweier  Körper.  H. 


Sammlungen. 

üebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Goniometrie  und  der 
ebenen  Trigonometrie.  Herausgegeben  von  F.  von  Ltlhmann, 
Professor  am  Gymnasium  in  Königsberg  i.  d.  Neumark.  Berlin  189S. 
Leonhard  Simion.    81  S. 

Die  hier  dargebotene,  ungemein  reiche  Sammlung  von  Aufgaben, 
welche  aus  den  Formeln  der  Goniometrie  durch  verschiedene  Fraget 
Stellung  bei  Verschiedenheit  der  Data  hervorgehen  ,  ist  zu  mannig- 
faltig, um  ihren  Umfang  in  der  Kürze  vorführen  zu  können,  ihre 
angegebene  Einteilung  genügt  dazu  nicht.  Die  Aufgaben  sind  teils 
algebraisch,  teils  numerisch.  Wo  eine  algebraische  Lösung  Suchen 
erfordert,  ist  der  Weg  angegeben.  Aus  der  Praxis  sind  einige  Auf- 
gaben der  Landesvermessung  aufgenommen. 

Aufgaben  über  Wärme  einschliesslich  der  mechanischen  Wärme- 
theorie und  der  kinetischen  Theorie  der  Gase.  Für  Studirende  an 
Mittel-  und  Gewerbeschulen,  zum  Selbststudium  für  angehende  Tech- 
niker, Physiker  u.  a.  Von  Dr.  Eduard  Maiss,  k.  k.  Professor 
an  der  1.  Staats-Oberrealschule  des  IL  Bezirks  Wiens.  Mit  29  Fi- 
guren im  Text.    Wien  1898.    A.  Pichler's  Witwe  u.  Sohn.     118  S. 

Diese  Aufgaben  sind  eine  Fortsetzung  der  in  demselben  Verlage 
erschienenen  und  als  sehr  verdienstlich  bereits  anerkannten  „Auf- 
gaben über  Elektricität  und  Magnetismus.'^  U. 


Tabellen. 

Vierstellige  Tafeln  und  Gegentafeln  für  logarithmisches  und 
trigonometrisches  Rechnen  in  zwei  Farben  zusammengestellt  von 
Dr.  Hermann  Schubert,  Professor  an  der  Gelehrtenschule  des 
Johanneums  in  Hamburg.    Leipzig  1898.    G   J.  Göschen,    1^8  S. 
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Die  Tafeln  enthalten  die  Logarithmen  der  Ganzen  bis  lOOCO, 
dann  die  log  sin  und  logtg  mit  anfangs  kleinem,  dann  grossem  Dif- 
ferenzen, dann  die  Tnversen  dieser  Functionen.  Die  Interpolation 
ist  nicht  tabellarisch,  sondern  nur  Anweisung  dazu  gegeben.  Am 
Schlüsse  folgen  einige  tabellarische  Angaben  fUr  physikalischen  n.  a. 
Gebrauch.  H. 


Tables  for  the  formation  of  logarithms  and  anti-logaritbms  to 
twenty  four  or  any  less  numbcr  of  places.  With  explanatory  intrc- 
duction  and  historial  preface.  By  Peter  Gray,  F.  R.  A.  S,,  Ho- 
norary  Member  of  the  Institute  of  Actuaries.  London  1876.  Charles 
and  Edwin  Layton.    81  S. 

Den  Tafeln  geht  voraus  die  Entwicklung  der  vom  Verfasser 
neu  erfundenen  Methode  der  Berechnung  der  Logarithmen  nebst 
Jnversen  auf  grosse  Stellenzahl.  Das  Princip  ist  die  Auflösung  der 
Zahl  in  Factoren,  deren  Logarithmen  man  in  den  Tafeln  findet.  Den 
Logarithmus  erhält  man  durch  Summation  der  Logarithmen  der 
Factoren.  Hiermit  wird  das  gesamte  Erforderuiss  an  Tafeln  für 
24  stellige  Rechnung  auf  41  8.  reducirt. 
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LXVI. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  höheren  Mathematik.  Von 
Emannel  v.  Budisavlievic,  Major  des  Armeestandes,  nnd 
Alfred  Mikuta,  Hauptmann  des  Div.-Art.-Regts.  Nr.  38.,  Lehrer 
an  der  k.  und  k.  technischen  Militär- Akademie.  —  IL  Band.  Grand- 
züge der  Differential-  und  Integral-Rechnung.  You  Hauptmann 
Alfred  Mikuta.  Mit  142  Textfiguren.  Wien  und  Leipzig  1898. 
Wilhelm  Braumüller.    607. 

Dieser  Band  umfasst  die  höhere  Analysis;  er  gibt  zuerst  die 
allgemeinen  Principien  und  Methodeader  Differentiation,  der  Inte- 
gration der  Functionen  und  der  bestimmten  Integrale ,  dann  Anwen- 
dungen auf  Reihen ,  complexe  Grössen ,  Gleichungen ,  Maxima  und 
Minima,  dann  auf  Geometrie,  Theorie  der  ebenen,  der  allgemeinen 
Gurven,  der  Flächen,  insbesondere  Quadratur,  Rectification,  Kubatur 
uod  Goroplaoation,  dann  auf  Integration  von  Differentialgleichungen. 
Die  Abfassung  zeichnet  sich  aus  durch  ausführliche  Berücksichtigung 
aller  Punkte  und  Fragen ,  deren  Behandlung  für  das  Verständniss 
von  Seiten  mehr  oder  minder  begabter  Schüler  nötig  scheinen 
möchte,  ein  Gesichtspunkt  hinter  dem  systematische  Darstellung  und 
Goncinnität  zurüktreten  musste.  Vor  allem  aber  ist  als  unterscheir 
dend  von  fast  allen  früheren  Bearbeitungen  der  höhern  Analysis 
hervorzuheben,  dass  die  gegenwärtige  zu  den  wenigen  gehört,  welche 
die  Theorie  des  Unendlichen  als  selbständigen  Lehrgegenstand  aller 
Anwendung  desselben  vorausgehen  lassen.  Durch  das  bisherige  Ver- 
halten ist  ein  vermeintlich  dunkler  Punkt  in   der  Doctrin  geschaffen 
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worden:  Lagrange  hoffte  ohne  das  Unendliche  auszukommen,  Euler 
wollte   sich  im  erfolgreichen  Laufe  der  Entdeckungen   nicht  durch 
die    fundamentale  Frage  aufhalten   lassen,    Cauchy  zog  es  vor  nur 
sparsame  Anwendung  vom  Unendlichen  zu  machen.    In  dieser  langen 
Zeit  der  Vernachlässigung  hat  sich  nun  allerlei  verschiedene  unklare 
Auffassung  verbreitet,  die  mit  den  dadurch  veranlassten  Irrtümern 
bis   heute    fortbesteht;    noch   immer  gilt   das   Unendliche  fOr  eine 
methodische  Schwierigkeit,  bloss  weil  aus  Mangel  an  logisch  cor- 
rectem  Unterricht  bei  zu  vielen  Schülern   das  Verständniss  mangel- 
haft bleibt.    Die   elementare   und  doch  ausreichende    Theorie   des 
Unendlichen  erfordert  keine  neue  Erfindung,  sie  ist  bekannt  genng 
und  leicht  zu  erlernen,  aber  nicht  ohne  Erlernen  selbstverständlich. 
Wo  sie  jedoch  aufgestellt  ward,  hat  man  sie,  ohne  je  einen  Einwand 
dagegen  auszusprechen,  ignorirt  und  sich  (sei  es  nun  um  der  Popu- 
larität willen  oder  sonst  aus  einem  Motiv)  lieber   an  die  von  Vor- 
urteilen  eingenommene  Menge  gewandt.     Unter  diesen   Umständen 
ist  es  schon  eine  sehr  verdienstliche  Tat,  dass  in  einem  neuen  Lehr- 
buch  der   Analysis   eine  Theorie   des   Unendlichen    als   besonderer 
Lehrgegenstand  auftritt.    Freilich   entspricht    die  Aufstellung   noch 
nicht  dem  Ziele  der   Besserung  jener  Zustände;    dazu   müsste  die 
Theorie  in  ihrer  natürlichen  Einfachheit  dargestellt  sein;  in  solcher 
Gestalt  erscheint  sie  hier  noch  nicht,   weil  nach  bereits  erwähntem 
Grundsatz  auch    mindere  Begabung  und  unklare  Auffassung  berück- 
sichtigt werden  sollte,  was  vielleicht  nötig  schien,  um  dem  Schicksal 
früherer  Bearbeitungen  zu  entgehen,  die  man  ganz  beiseite  gelassen 
hat.    Ist  nun  diese  Rücksichtsnahme   durch  die  Umstände   gerecht- 
fertigt, so  kann  man  jedenfalls  berichtigende  Belehrung  verlangen. 
Diese  ist  fast  nirgends  zu  vermissen,    aber  gerade  im  wichtigsten 
Punkte  wird  im  Gegenteil   für  die  vorgefundene  Unklarheit   sogar 
Partei  genommen.     Die  verbreitete  irrige  Meinung  ist  die,  dass  znm 
Denken  einer  unendlichen  Grösse  ein  unendlicher  Denkprocess  nötig 
sei.    Sie  stammt  nicht  aus  der  elementaren  Algebra,  nicht  aus  dem 
gemeinen  Denken,  sondern  ist  eine  blosse  Verirrung  der  Speculation. 
Mit  einer  Variabein  ^  rechnet   man   auf  Grund  ihrer  Variabilität, 
ohne  sie  je  variiren  zu  lassen;  ebenso  rechnet  man  mit  unendlichen 
Grössen,  ohne  den  Lauf  allmählicher  Approximation  je  in  Betracht 
zu  ziehen.    Das  einfache  Mittel  ist  ein   indirecter  Schluss,    auf  den 
sich  die  ganze  Begründung  der  Infinitesimalrechnung    reducirt;  nur 
dieser  ist  exact  entscheidend,    die   Approximation   ist   als   Beweis 
lückenhaft.  Weil  sie  nicht  zuende  geführt  werden  kann,  ein  Umstand 
der   die  vermeintliche,   dem   Begriffe    des   Unendlichen    anhaftende 
Schwierigkeit  sehr  erklärlich  macht.  •  Auch  ist  jener  indirecte  Schloss 
keine  Erfindung  der  Neuzeit,  denn  schon  Euklid  wendet  ihn  an  bei 
den   Proportionen  am  Dreieck;   vielmehr  ist  die  Anwendung  der 
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Approximation  ein  Mis griff  der  neuen  Lehrmethode,  zu  welchem  die 
andauernde  Abneigung  gegen  fundamentale  Fragen  geführt  hat. 
Gegen  diesen  Misgriff  ist  der  Verfasser  nicht  belehrend  aufgetreten, 
hat  im  Gegenteil  die  irrige  Meinung  noch  unteristützt,  indem  er 
(auf  S.  48)  erstens  schreibt  lim«  =  ±00  statt  a? ««  +qd,  also  sinn- 
verwirrend dem  X  eine  Grenze  zuschreibt  um  auszudrücken,  dass  es 
keine  Grenze  hat,  zweitens  durch  die  Aeusserung:  „Die  Bezeich- 
nungen unbeschränkt  klein,  bzhw.  unbeschränkt  gross  werdende 
Grössen  würden  bedeutend  klarer  diesen  Process  charakterisiren"  — 
das  (erfolglose)  Denken  einer  Approximation  ohne  Ende  schon  in 
den  Namen  legen  will.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Algebra.  Von  Heinrich  Weber.  Zweite  Auf- 
lage. Zweiter  Band.  Braunschweig  1899.  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.    855  S. 

In  1.  Auflage  ist  der  1.  Band  im  54.  litt.  Bericht,  S.  21,  der 
2.  Band  im  59.  litt.  Ber.  S.  34  besprochen.  In  der  2.  Auflage  ist  die 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  namentlich  durch  Berücksichti- 
gung der  Arbeiten  von  Frobenius  und  Hillert,  erweitert  worden; 
dagegen  ist  die  ursprüngliche  Grundlage  der  Theorie  der  Aberschen 
Zahlkörper  gegenüber  der  veränderton  von  Hilbert  beibehalten,  und 
sind  nur  einige  Vereinfachungen  eingetreten.  H. 

Octonions.  A  development  of  Clifford's  bi-quaternions.  By 
Alex.  M<^Aulay,  M.  A.  Professor  of  mathematics  and  physics  in 
the  üniversity  of  Tasmania.  Cambridge  1898.  London,  E.  J.  Clay 
and  sons.  Leipzig,  F.  A.  Brockhaus.  New  York,  the  Macmillan 
Company.    Bombaye,  E.  Seysaour  Haie.    253  S. 

Clifford  ist  der  Erfinder  der  Theorie.  Der  Verfasser  trennt  sich 
aus  3  Gründen  von  seiner  Entwicklung:  1)  soll  die  Theorie  ihre 
Begründung  unabhängig  von  den  Quaternionen  haben.  2)  baut  er 
auf  euklidische,  Clifford  auf  nicht-euklidische  Geometrie.  3)  ver- 
steht er  Clifford  nicht.  Er  nimmt  ausser  Clifford  noch  Bezug  auf 
Grassraann's  Ausdehnungslehre  und  Sir  Robert  Ball's  Theory  of 
screws.  H. 


Elementar  entwickelte  Theorie  und  Praxis  der  Functionen  einer 
complexen  Variabelen  in  organischer  Verbindung   mit  der  Geome- 
trie.   Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Freunde  der  Mathematik,  Von 
Adalbert   Breuer,   k.  k.  Professor  an  der   Staatsoberrealschule 
f  2* 


16  LHUrarücher  Bericht  LXVL 

des  III.  Oemeindebezirks  Wiens.    Mit  84  Textfigaren.    Wien  1898. 
C.  Dawerkow.    205  S. 

Im  Vorwort  wird  der  heutige  Zustand  der  Lehre  von  den 
Functionen  Gomplexer  charakterisirt  als  eine  Vielheit  verschiedener 
Ansichten  und  verschiedener  Wege,  welche  es  zur  dringenden  Auf- 
gabe machten,  eine  einheitliche  Auffassung  zur  Geltung  zu  bringen. 
Aus  allem  weiter  davon  Gesagten  lässt  sich  indes  nicht  entnehmen, 
was  der  Verfasser  mit  der  angeblichen  Verschiedenheit,  mit  der 
Einseitigkeit  der  verfolgten  Wege  und  mit  der  gesuchten  Einheit- 
lichkeit der  Auffassung  gemeint  hat.  Im  vorliegenden  Buche  bean- 
sprucht er,  Analysis  und  Geometrie  in  vielen  Punkten  zur  Deckung 
gebracht  zu  haben,  behandelt  seien  vorläufig  nur  Aufgaben  2.  Gra- 
des. Das  Buch  selbst  lässt  das  Ziel  des  anfangs  ausgesprochenen 
reformatorischen  Strebens  noch  weniger  erkennen  als  das  Vorwort 
Es  trägt  die  elementare  Lehre  von  den  complexen  Grössen  nach 
gewöhnlicher  Methode  vor,  geht  aber  weiterhin  sehr  ausführlich  auf 
projective  Geometrie  ein.  Auffällig  ist,  dass  die  Gebilde  von  Ebene 
auf  Ebene  bei  neuer  Begrenzung,  welche  die  allgemeine  Function 
einer  complexen  Variabein  unabhängig  von  ihrer  Reduction  auf  die 
Grundform  a  +  »J  enthält,  daher  zur  Darstellung  des  Begriffs  ver- 
wendbar ist,  gar  nicht  erwähnt  werden.  H. 


Pr^cis  616mentaire  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques ,  tables 
num^riques  et  applications.  Par  Lucien  L6vy,  Examinatenr 
d'admission  et  R6p^titear  d'aualyse  ä  r£cole  polytechnique.  Paris 
1898.    Gauthier- Villars  et  fils.    237  S. 

Das  Vorliegende  zeigt  eine  Auswahl  von  Lehrgegenständeii  aos 
der  höhern  Analysis,  unter  andern  auch  der  Doctrin  der  elliptischen 
Functionen,  nach  Aussage  der  Vorrede  bearbeitet  für  Ingenieure, 
welche  die  Integralrechnung  nicht  studiren.  Hauptziel  ist  numeri- 
sche Anwendung  und  sind  für  diesen  Zweck  4  Tafeln  (im  Umfang 
von  9  Seiten)  über  K^  E^  u.  a.  entlehnt  von  Legendre  und  Bertrand 
beigegeben.  H. 


Höhere  Analysis.  Erster  Teil.  Differentialrechnung.  Von  Dr. 
Friedrich  Junker.  Mit  63  Figuren.  Leipzig  1898.  G.J.Göschen. 
192  S. 

Es  ist  nicht  tiberflüssig  zu  bemerken ,  dass  dieses  Lehrbuch  in 
einem  besondern  Abschnitt  die  Lehre  vom  Unendlichen  gibt.    Leider 
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ist  diese  Lehre  nicht  geeignet  den  herrschenden  Irrtümern  und  Un- 
klarheiten ahzahelfen,  weil  sie  sich  keiner  exacten  Rede  befleissigt 
Die  Fehler,  um  die  es  sich  hier  handelt,  stammen  nicht  aus  dem 
gemeinen  lenken,  sondern  sind  erst  von  Gelehrten  in  die  Lehre  vom 
Unendlichen  hineingeklügelt  worden.  In  gemeiner  Rede  sagt  man 
von  jemand,  der  etwas  tun  kann,  nicht,  er  könne  fähig  werden, 
sondern  er  sei  fähig  es  zu  tun.  In  der  Algebra  heisst  x  variabel, 
wenn  es  variireu  kann,  während  es  vielleicht  in  der  ganzen  Rech- 
nung nicht  variirt.  Statt  aber  ebenso  zu  definiren:  eine  Variable 
ist  unendlich  klein,  wenn  sie  (nach  abs.  W.)  beliebig  klein  werden 
kann,  sagen  jene  unklaren  Didakten:  dann  (kann  sie  unendlich 
klein  werden,  lassen  also  das  Attribut  unendlich  klein  selbst  uner- 
klärt, und  in  der  ganzen  Infinitesimalrechnung  bleibt  es  unverstan- 
den. Von  ähnlichen  unlogischen  Fassungen  der  Lehren  ist  das  Buch 
voll.  Hoppe. 


Introduction  to  the  theory  of  analytic  functions.  By  J.  Hark- 
ness,  M  A.  (Cambridge)  Professor  of  mathematics,  Bryn  Maurr 
College,  Pennsylvania,  and  F.  Morley,  Sc.  D.  (Cambridge)  Professor 
of  pure  mathematics,  Haverford  College,  Pennsylvania.  London 
189b.    Macmillan  and  Co.    336  S. 

Das  Buch  behandelt  nach  einander:  dis  Ordinalzahlensystem, 
geometrische  Darstellung  complexer  Zahlen,  bilineare  Transfor- 
mation, rationale  algebraische  Function,  Convergenz  unendlicher 
Reihen,  einförmige  Convergenz  reeller  Reihen,  Potenzreihen,  Ope- 
rationen mit  ihnen,  Contiuuation  von  solchen,  analytische  Theorie 
der  Exponentialfunctiouen  und  Logarithmen,  singulare  Puükte 
analytischer  Functionen,  Weierstrass'  Factor-Theorem,  Integration, 
Laurent's  Theorem  und  die  Thetafunctionen,  Functionen  aus  einem 
Netze,  elliptische  Functionen,  einfache  algebraische  Functionen  auf 
Riemann'schen  Flächen,  algebraische  Functionen,  Cauchy's  Theorie 
und  das  Potential.  Die  Lehrweise  ist  elementar,  nur  stellt  sie  an 
den  Leser  die  nicht  leichte  Aufgabe,  in  jedem  Satze  die  nicht  aus- 
gesprochenen Gedanken  zu  erraten.  H. 


Die  Formeln  für  die  Summe  der  natürlichen  Zahlen  und  ihre 
ersten  Potenzen  abgeleitet  an  Figuren.  Von  Dr.  Karl  Bochow, 
Oberlehrer  in  Magdeburg.    Berlin  1898.    Otto  Salle.    45  S. 

Es  werden  die  mannigfaltigen  Relationen  zwischen  den  ein-  und 
mehrfachen  Summen  der  1,   2, .   .   .  6ten   Potenzen  der  Zahlen  1- 
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Ans  den  manoigfaltigen  Beobachtangen,  anter  deneD  nameDtlich 
der  Satiz  angefttbrt  ist :  Zwei  concentriscbe  reguläre  Dreiecke  sind 
dreifach  perspectiv;  die  Gentra  und  Axen  bilden  je  ein  reguläres 
mit  demselben  concentrisches  Dreieck  —  resnltiren  u.  a.  die  Sätze: 
Bei  einer  ebenen  Gnrve  3.  Ordnung  bilden  die  4  Dreiecke,  dereo 
Seiten  die  9  Inflexionspnnkte  entbalten,  eine  6facb  perspective  Gruppe. 
Bei  2  dreifach  perspectiven  Dreiecken  kommen  die  4  Umstände: 
a)  die  3  Gentra  liegen  in  einer  Geraden,  b)  die  3  Axen  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  c)  die  6  Eckpunkte  beider  Dreiecke  liegen 
auf  einem  Kegelschnitte,  d)  die  B  Seiten  beider  Dreiecke  berühren 
einen  Kegelschnitt,  entweder  gleichzeitig  vor,  oder  es  fehlen  alle 
4.  —  Wenn  2  Dreiecke  in  einer  solchen  perspectiven  Beziehung 
stehen,  dass  das  Gentrum  und  die  Axe  Pol  uud  Polgerade  iu  Be- 
zug auf  das  eine  Dreieck  sind,  so  bestehen  unter  ihnen  auch  noch  3 
weitere  perspective  Beziehungen.  H. 


lieber  die  bildliche  Darstellung  geometrischer  Raumgebilde  in 
2  centralen  Projectionen  oder  die  Doppelperspective.  Von  Professor 
Franz  Schiffner.  46.  Jabresber.  d.  k.  k.  Staats-Oberrealsch. 
Wien  IIL  Bez.  1896—1897.    24  S. 

In  Anwendung  auf  die  Gonstrnction  der  stereoskopischen  Bilder 
ist  diese  Projectionsweise  schon  öfter  behandelt.  Hier  sind  es  fol- 
gende Themata:  Annahmen  und  Beziehungen,  Darstellung  des  Punk- 
tes; Doppelperspective  der  Geraden  und  der  Punktreihe;  Darstel- 
lung der  Ebene  in  2  centralen  Projectionen;  besondere  Lagen  Ton 
2  Geraden,  2  Ebenen,  1  Geraden  und  1  Ebene;  die  wahre  Grösse 
einer  Strecke  und  des  Winkels  zwischen  2  Geraden;  die  2  centralen 
Bilder  ebener  Figuren;  zur  Darstellung  von  Raumcurven  in  2  cen- 
tralen Projectionen,  einiges  über  doppelperspectivische  Bilder  von 
Körpern.  H. 


Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Von  Dr.  Max  Simon, 
Strassburg  i.  £.  Mit  28  Abbildungen.  Leipzig  1898.  G.  J.  Gö- 
schen.   200  S. 

Der  Inhalt  des  Buches  rechtfertigt  nicht  im  mindesten  den 
Titel:  analytische  Geometrie.  Es  enthält  vielmehr  nur  eine  Coor- 
dinatenlehre  mit  Anwendung  auf  Flächen  2.  Grades  in  syntheti- 
scher Behandlung;  im  einzelnen  das  Dualitätsprincip,  die  Goordinaten- 
transförmation,  die  Kugel,  die  Flächen  3.  Grades  und  2.  Glasse  in  all- 
gemeiner Behandlung,  Kegel  und  Gylinder,  die  eigentlichen  centralen 
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Flächen  2.  Grades  (Quadrlks)  ia  allgemeiner  Behandlung,  die  cen- 
tralen Kegelflächen  in  specieller  Behandlung,  die  Paraboloide,  Ku- 
batur.                                                                             Hoppe. 


Sur  les  courbes  paralleles  ä  Tellipse.  Par  F.  Gomes  Tei- 
xeira,  Professeur  k  rAcad^mie  polytechnique  de  Porto,  ancien 
Professeur  k  Tüniversit^  de  Coimbre.  Bruxelles  1838.  Hayez.  39  S. 

Diese  Curven,  bereits  untersucht  von  Cauchy  (Compt.  R.  1841 
p.  1062),  Breton  de  Charap  (Nouv.  Ann.  t.  III.  1844),  Catalan  (N. 
A.  1.  c.  p.  553),  werden  hier  in  vielseitiger  Weise  behandelt  und 
alle  Punkte  zur  Frage  gebracht:  ihre  Bedeutung  als  Toroide,  ihre* 
mehrfachen  Punkte,  ihre  4  Rückkehrpunkte,  die  Fälle,  wo  ihr  Ab- 
stand von  der  Ellipse  dritte  Proportionale  zu  deren  Halbaxen  ist, 
ihre  Asymptoten,  die  12  Rückkehrpunkte  und  8  dreifache  Punkte 
der  Toroide,  ihre  Fusspunkt-Curve  und  zahlreiche  Eigenschaften, 
die  durch  Verbindung  mit  andern  Gebilden  hervorgehen.         H. 


M.  Juan  J.  Duran  Loriga.  Commandant  d'Artillerie  ä  la 
Corogne.  Notes  de  giSom^trie.  —  Sur  des  triples  de  cercles  asso- 
ci^es,  Association  Frangaise.    Congrös  de  Saint-fitienne  1897. 

In  2  Noten  Im  Journal  von  Longchanips  (1896  p.  78  und  Ja- 
nuar, Februar,  März  1897)  hat  der  Verfasser  eine  elementare  Unter- 
suchung publicirt  über  Kreise,  die  er  radicale  und  antiradicale  Kreise 
uennty  und  dabei  die  Hoffnung  ausgesprochen,  dass  die  systematische 
Einführung  in  die  Geometrie,  besonders  in  die  Geometrie  des  Drei- 
ecks zu  interessanten  Ergebnissen  führen  würde.  Um  aber  unmittel- 
bar die  Gleichung  der  obengenannten  Kreise  zu  erhalten,  sei  es  sehr 
vorteilhaft  nicht  allein  die  Gleichungen  in  barycentrischen  Coordi- 
naten  der  Kreise,  sondern  auch  der  merkwürdigen  Punkte  als  ver- 
schwindende Kreise  ansehen  zu  können.  Hierauf  stützt  sich  der 
gegenwärtige  Aufsatz  über  Tripel  associirter  Kreise.  Da  die  Ergeb- 
nisse nur  in  Rechnungsform,  nicht  in  Worten  vorliegen,  so  ist  eine 
kurze  Mitteilung  nicht  wol  möglich.  H. 


Grundlagen  zu  einer  Geometrie  der  Kugel  nach  Grassmann's 
Ausdehnungslehre.  Von  Ernst  Rudert.  Progr.  d.  HI.  städtischen 
Realschule  zu  Leipzig  1898—1899.    4^.    44  S. 

Der  Abhandlung  wird  (weil  Grassmann's  Ausdehnungslehre  zu 
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Lehrbuch  der  Mechanik  (Cours  de  mecanique).  Von  Ch. 
Sturm,  üebersetzt  von  TheodorGross,  Privatdocent  und  Lehrer 
an  der  Königl.  Festungsbauschule.  Erster  Band.  Berlin  1^99.  S. 
Calvary  u.  Co. 

Einige  bei  der  Uebersetzung  vorgenommene  Aenderungen  sind 
im  Vorwort  angezeigt,  die  wir  nur  gutheissen  können.  Der  1.  Band 
enthält  die  Statik  und  den  1.  Teil  der  Dynamik.  Die  Statik  beginnt 
mit  den  Kräften,  die  auf  1  Punkt  wirken.  Hier  ist  im  Grunde  nur 
die  lineare  Zusammensetzung  zu  erklären  und  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  zu  beweisen.  Aus  letzterm  geht  dann  hervor  die  ortho- 
gonale  Zerlegung  der  Kräfte,  ihre  Zusammensetzung  und  ihre  Gleich- 
gewichtsbedingungen, weiter  verwendet  auf  den  Fall  beschränkt  be- 
weglichen Angriffspunkts.  Nun  hat  aber  der  Verfasser  ganz  ord- 
nungswidrig einen  Satz  eingeschoben,  der  sich  nicht  auf  1  Angriffs- 
punkt, sondern  auf  ein  starres  System  als  Angriffsobject  bezieht, 
nämlich  den  Satz  (6)  von  der  Verschiebung  des  Angriffs  in  der 
Kraftrichtung.  Angewandt  wird  er  in  dem  bezeichneten  Abschnitt 
nicht!  es  ist  also  kein  Motiv  zu  ersehen  ihn  nicht  bis  zum  folgenden 
Abschnitt  zu  versparen,  wo  er  Anwendung  findet.  Hier  in  der  Tat 
lässt  sich  für  das  Zuwerkegehen  ein  Motiv  entdecken.  Denn  die  Ein- 
führung des  starren  Systems  beruht  auf  einer  interimistischen  Hy- 
pothese der  Statik,  die  hier  wie  gewöhnlich  verschwiegen  wird.  Soll 
man  nun  annehmen,  der  Vt;rfasser  habe,  um  der  logischen  Kritik  zu 
entgehen,  den  Satz  so  fern  und  ins  Dunkel  gestellt?  Es  folgt  nun 
weiter  (für  starres  Punktsystem)  Zusammensetzung  und  Gleichgewicht 
paralleler  Kräfte;  Schwerpunkt;  dessen  Berechnung;  Anziehung;  be* 
sondere  Körper.  Die  Dynamik  behandelt:  Beschleunigung;  Masse; 
Bewegung  schwerer  Körper;  bei  widerstehendem  Mittel:  Pendel;  Fla- 
uetenbewegung.  In  den  letzten  9  Lectionen  werden  sehr  mannig- 
faltige Umstände  in  Betracht  gezogen.  Hoppe. 
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Mechanik. 

Theorie  du  potentiel  Newtonien,  legons  professeesä  la  Sorbonne 
pendant  le  premier  s^mestre  1894—1895.  Par  Poincar^,  Membro 
de  rinstitut.  RMig^s  par  Eduard  Le  Roy,  aucien  6l6ve  de 
rjfecole  normale  superieure,  Doctenr  des  sciences,  Georges  Vin- 
cent, Agr^ge  pr(^parateur  k  TÄcole  normale  superieure.  Paris 
1899.    Georges  Carr6  et  C  Naud.    360  S. 

Es  werden  in  einfacher  leicht  versländlicher  analytischer  Her- 
leitung nach  einander  folgende  Capitel  behandelt:  Potential  in  einem 
äussern  Punkte  mit  wirkenden  Massen,  Gleichung  von  Laplace,  Bei- 
spiele, Entwickelung  in  Reihen;  —  in  einem  Innern  Punkte,  Formel 
von  Poisson;  anziehende  Flächen  und  anziehende  Linien;  die  Func- 
tion von  Green  und  das  Problem  von  Dirichlet;  dessen  Lösung  im 
Fall  des  Kreises  und  der  Kugel;  Theorem  von  Harnack;  Doppel- 
schichten; Lösung  des  Dirichlet'schen  Problems,  Methode  von  ße- 
layage;  —  Methode  von  Neumann;  deren  Ausdehnung  auf  den  Fall 
einfach  zusammenhangender  Gebiete,  die  fundamentalen  Functionen. 

H. 

Cin^matique  et  m4canisme  potentiel  et  m^canique  des  fluides. 
Cours  profess6  ä  la  Sorbonne.  Par  H.  Poincarö,  Membre  de  Tln- 
stitut.  R6dig6  'par  A.  Guillet.  Paris  1899.  Georges  Carr6  et 
C.  Naud.    385  S. 

Es  werden  folgende  Capitel  behandelt:  Kinematik  im  allgemei- 
nen,  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen,  auf  der  Ebene  glei- 

ArGh.  d.  Math.  n.  Physik.  2.  Beihe.  T.  XVII.  3 
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tenden  Gebildes;  Bewegung  eines  unveränderlichen  starren  Körpers; 
Helikoidalbewegung ;  relative  Bewegung  eines  Punktes;  Mechanismen; 
Functionen  der  Kräfte';  Theorem  von  Green  und  Anwendungen;  An- 
ziehung eines  Ellipsoids;  Mechanik  der  Flüssigkeiten;  Hydrodynamik. 

H. 


Die  Probleme  des  logarithmischen  Potentials  für  eine  von  zwei 
Kreisbogen  begrenzte  ebene  Fläche.  Ein  Beitrag  zur  Potential- 
theorie. Mit  zwei  Tafeln.  Inaugural-Dissertation  zur  Erlangung  der 
Doctorwürde  der  hohen  philosophischen  Facultät  der  Universität 
Leipzig  vorgelegt  von  Wilhelm  Dürll,  Cand.  Prob.  undVicar  am 
Realgymnasium  zu  Zwickau.    Leipzig.    134  S. 

Die  Probleme  sind:  Es  soll  entsprechend  einem  gegebenen  Punkte 
innerhalb  zweier  sich  schneidenden  Kreise  ermittelt  werden  die 
Green'sche  Function,  die  Green'sche  Belegung  der  Kreisbogen,  deren 
Wert  in  den  Schnittpunkten  der  Kreise  und  die  Verteilung  der  Ge- 
samtmasse der  Belegung  auf  die  Kreisbogen.  Vorbereitend  wurd  die 
Green'sche  Function  definirt,  die  zweckmässigen  Coordinaten  zur 
Lösung  eingeführt,  die  angewandten  Methoden  angegeben,  Hülfssätze 
und  EntWickelungen  zur  Verwendung  in  der  Theorie  abgeleitet.  Die 
Behandlung  der  Probleme  selbst  ist  eine  dreifache ,  die  Methode  der 
Spiegelpunkte,  die  Methode  des  Fourier'schen  Integrals  und  die  Re- 
duction  der  Resultate  der  einenMethode  auf  die  der  anderen.     H. 


Gours  compl^mentaire  de  m^canique  rationelle.  Lebens  sur 
rint^gration  des  6quations  diff^rentielles  de  la  mecanique  et  appH- 
cations.  Par  P.  Painlev6,  iMaitre  de  Conferences  ä  la  Facult^ 
des  Sciences  de  Paris.    Paris  1895.    A.    Hermann.    4°.    291  S. 

In  17  Lectionen  wird  die  gesamte  Mechanik  nebst  Anwendungen 
gegeben.  Die  ersten  behandeln  nach  einander:  Definitionen,  Be- 
wegung des  Schwerpunkts,  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt,  Gleichungen  der  Bewegung  der  Systeme  mit  und  ohne 
Reibung :  Gleichungen  von  Lagrange,  Gleichung  von  D'Alerabet,  Satz 
von  Lionville  (relative  Bewegung),  Anwendung  von  Lagrange's  Glei- 
chungen zu  deren  Untersuchung,  —  Untersuchung  der  kleinen  Be- 
wegungen, Theorie  des  letzten  Multiplicators ,  Eigenschaften  der 
ersten  Integrale.  H. 


Cours  compl6mentaire  de  mecanique  rationelle.    Le^ons  sur  le 
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frottement.  Par  Painlev6,  Maitre  de  Conferences  ä  la  Facult6  des 
sciences  ä  Paris.    Paris  1895.     A.  Hermann.    4®.    171  S. 

Die  Theorie  der  Reibung  wird  in  folgenden  Abschnitten  ge- 
geben: Definition  der  Kräfte  der  Reibung,  Form  der  Gesetze  der 
Reibung,  Besondere  Fällel:  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  Curve 
oder  Fläche,  allgemeiner  Fall.  Combination  der  Verknüpfungen, 
besonderer,  allgemeiner  Fall,  Fall,  wo  eine  Gruppe  von  Verknüpf- 
ungen ohne  Reibung  ist.  Regel  bezüglich  auf  die  Combination  be- 
liebiger Verknüpfungen,  Bemerkung  über  den  Fall  der  Reibung  in 
der  Ruhe.  lieber  die  Vereinbarkeit  von  Verknüpfungen,  lieber  die 
Ueberflüssikeit  der  Verknüpfungen.  Aufzählung  der  einfachen  Ver- 
knüpfungen zwischen  starren  Körpern,  Verknüpfungen  1.,  2.,  3. 
Classe,  deren  Combination.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Gesetze 
der  Reibung.  —  Es  folgen  viele  Anwendungen.  H. 


The  equations  of  hydrodynamics  in  a  form  suitable  for  appli- 
eation  to  problems  connected  with  the  movements  of  carths  atmo- 
sphere.  Prepared  at  the  request  of  Willis  L  Moore,  Chief  of 
the  bureau.  By  Joseph  Cottier,  Columbia  University.  Published 
by  authority  of  the  Secretary  of  agriculture.  Washington  1887. 
Weather  bureau.    4^.    8  S. 

Der  Verfasser  bemerkt,*  dass  die  gewöhnliche  Aufstellung  der 
hydrodynamischen  Gleichungen  in  rechtwinkligen  Coordinaten  sich 
nicht  eigne  für  Vorgänge,  die  mit  der  Atmosphäre  in  Verbindung 
stehen,  wegen  der  Krümmung  der  Erdoberfläche,  und  nimmt  daraus 
Anlass  sie  auf  Polarcoordinaten  zu  transformiren.  H. 


Technik. 

Essai  sur  la  th^orie  des  machines  61ectriques  ä  influence.  Par- 
V.  Schaeffers,  S.  J..  Docteur  ös  sciences  physiques  et  math6mati- 
ques,  Professeur  au  College  de  la  compagnie  de  Jesus  h.  Louvain. 
Paris  1893.  Gauthier  Villars  et  fils.  Bruxelles.  Polleunis  et  Ceu- 
terick.    139  S. 

Die  Gegenstände  der  Schrift  sind  folgende:  Ursprung  der  In- 
fluenz-Maschinen. Fundamentale  Principien.  Classificationen  der  In- 
fluenzmaschinen:  Maschine  von  Carr6  (mit  arithmetischem  — )  Ver- 
doppler  von  Bennet   (mit  geometrischem  Wachsen).     Multiplicator 
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von  Nicholson,  Maschinen  von  Belli,  Verler-Maschine  Ton  Toepler. 
—  Theorie  der  heutigen  Influenzmaschinen.  Maschinen  erster  Art, 
nämlich  mit  einfacher  Rotation:  erste  Maschine  von  Holtz,  Ma- 
schine von  Schwedoff,  von  Voss,  Replenischers  von  Lord  Ke- 
lein.  Maschinen  2.  Art,  nämlich  mit  inversen  Rotationen:  zweite 
Maschine  von  Holtz.  Maschine  von  Winshurel,  von  Bonetti, 
von  Pidgeon,  mit  Wassertropfen.  Alternative  Maschine:  Maschine 
von  Th.  Gray,  von  Winshurel.  —  Allgemeine  Schlüsse:  In- 
ductoren  und  Inducte,  Benutzung  der  Ladungen,  praktische  Dispo- 
sitionen. H. 


Grundlagen  der  Lufttechnik.  Gemeinverständliche  Abhandlungen 
über  eine  neue  Theorie  zur  Lösung  der  Flugfrage  und  des  Problems 
des  lenkbaren  Luftschiffes.  Von  Max  Lochner,  Ingenieur.  Berlin 
1899.    W.  H.  Kühl.    33  S. 

Es  ist  ein  sehr  verbreiteter  und  trotz  alles  Mislingens  lange 
Zeit  nicht  abgetaner  Fehler  der  Forschung,  dass  sie  meistens  be- 
währte und  erfolgreiche  Methoden  von  einem  Gegenstande  auf  einen 
neuen  zu  tibertragen  versucht,  anstatt  die  Angriffsweise  auf  die  spe- 
cifischen  Eigenschaften  des  neuen  zu  gründen.  Demselben  Fehler 
schreibt  der  Verfasser  auch  das  ganze  bisherige  Mislin gen  in  Lö- 
sung des  genannten  Problems  zu.  Man  wendet  auf  Luftfahrt  und 
Lenkung ,  wie  er  sagt ,  nur  die  in  der  Wasserschifffabrt  erprobten 
Mittel  und  Grundsätze  an  ohne  die  Eigenschaften  der  Luft,  nament- 
lich die  Elasticität  zu  berücksichtigen.  In  der  Tat  waren  die  ersten 
als  lenkbar  gebauten  Luftschiffe  [sämtlich  erfolglos.  Das  erste,  welches 
einen  wirklichen  Erfolg  zu  verzeichnen  hatte,  war  1885  vom  Haupt- 
mann Renard  und  Ingenieur  Krebs.  Die  Schrift  geht  nun  ausführlich 
auf  die  vom  Verfasser  theoretisch  geforderte  Form  des  Luft-Propellers 
ein.  Die  Flügel  desselben,  nicht  mehr  als  zwei,  sind  Ebenen,  die 
durch  die  Rotatiousaxe  gehen,  auf  der  dem  Luftdruck  ausgesetzten 
Seite  steif,  auf  der  andern  elastisch.  Eine  Aeusserung  über  die 
Wellen  des  Wassers,  welche  die  circulirende  Bewegung  ignorirt,  ist 
auffallend,  aber  hier  bedeutungslos,  weil  es  sich  nur  um  Luftwellen 
handelt.  Es  wird  ferner  erklärt  und  beschrieben:  der  Tragschirm, 
die  Flügelhöhlung,  der  Widerstand,  die  Steuerung.  Zum  Schluss 
sind  die  Sätze  der  Theorie  zusammengestellt.  Eine  Tafel  mit  7  Fi- 
guren ist  der  Beschreibung  hinzugefügt.  H. 


Bauwissenschaftliche      Anwendungen      der     Differentialrechung. 
Lehrbuch  und  Aufgabensammlung.     Verfasst  von  Dr.  Arnold  Fuhr- 
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maDn,  Geheimer  Hofrath,  ordentl.  Professor  an  der  Königl.  tech- 
nischcu  Hochschule  Dresden.  Erste  Hälfte  mit  73  —  Zweite  Hälfte 
mit  135  Holzschnitten.  Berlin  1899.  Wilhelm  Ernst  u.  Sohn.  180  + 
348  S. 

Die  Anwendungen  und  Aufgaben,  sowie  die  allgemeinen  Unter- 
suchungen beschränken  sich  nicht  auf  Architektur,  sondern  erstrecken 
sich  zum  grossen  Teil  auf  Geodäsie  und  vieles  andre.  Das  Ganze 
ist  nach  den  angewandten  Disciplineu  in  Capitel  geteilt:  Diffe- 
renzen und  Differentiale  (angewandt  auf  Beeinflussung  der  Resultate 
durch  Messungsfehler).  Linien  und  Flächen  u.  zw.  einfach,  dann 
doppelt  gekrümmte  Linien,  Flächen.  Vieldeutige  Symbole.  Maxima 
und  Minima  der  Functionen  einer,  dann  mehrerer  veränderlichen 
Reihen.  H. 


Die  Lehre  vom  Schuss  und  die  Schusstafeln.  L— IL  Auf  dif^nst- 
liche  Veranlassung  bearbeitet  von  Heydenreich,  Hauptmann  ä  la 
suite  des  Königlich  Sächsischen  L  Feldartillerie-Regiments  Nr.  19, 
kommandirt  als  Mitglied  der  Artillerie-Prüfungskommission.  Berlin 
1893.  Ernst  Siegfried  Mittler  und  Sohn.    67  +  109  S. 

Die  erste  Abteilung  gibt  die  Grundbegriffe,  nämlich  den  Vor- 
gang beim  Schuss  im  allgemeinen  zur  Erklärung  der  dabei  gebräuch- 
lichen Benennungen,  dann  die  Ermittelung  derjenigen  Grössen  beim 
Schuss,  welche  zu  ihrer  Feststellung  bestimmter  Geräte  und  Mess- 
weisen bedürfen  —  Gasdrücke,  Flugzeiten,  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen.  Dann  werden  die  Schusstafeln,  ihre  Einrichtung, 
Aufstellung  und  Gültigkeit  erklärt.  Die  2.  Abteilung  behandelt  die 
innere,  dann  die  äussere  Ballistik.  *  H. 


R.  scuola  di  applicazione  par  gl'  ingegneri  in  Napoli.  Pubblicazione 
deliberata  dal  Consiglio  Direttivo  in  occasione  della  Esposizione 
Nazionale  di  Torino.  Anno  1898.  Napoli.  Angelo  Trani.  4<>. 
121  S. 

Die  zur  Turiner  Ausstellung  1898  ausgegebene  Schrift  gibt  zu- 
nächst die  Geschichte  der  genannten  technischen  Hochschule  Sc.  d. 
Appl.  Diese  ist  durch  königliches  Decret  vom  30.  Juli  1863  ge- 
gründet an  Stelle  der  alten  Hochschule  für  Ingenieure  der  Gewässer 
und    Strassen.     Es   folgt   dann   die   Organisation   der    Schule,   das 
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Namenyerzeichniss  des  Personals,  Stundenplan  der  Lectionen,  17 
Programme,  Cabinette  und  wissenschaftliches  Material,  statistische 
Angaben  u.  s.  w.  H. 


Tratte  de  nomographie.  Theorie  des  abaques,  Applications  pra- 
tiques.  Par  Maurice  d'  Ocague,  Ingenieur  des  ponts  et  chaus- 
söes,  Professeur  de  V  l^cole  des  ponts  et  chauss6es,  Rdp^titenr  ä 
r  Äcole  polytechnique.    Paris  1899.    Gauthier  Villars.    480  S. 

Der  hier  gegebenen  Erklärung  zufolge  wird  unter  Nomographie 
überhaupt  die  geometrische  Construction  einer  in  der  Technik  vor- 
kommenden Grössenrelation  verstanden.  Dient  eine  solche  Constrac- 
tion  einem  vielfach  verschiedenem  Gebrauche,  so  heisst  sie  ein  Aba- 
cus.  Unter  den  Anwendungen  sind  folgende  genannt  und  behandelt. 
Gleichungen  zwischen  2  Variabein,  Functionsscalen,  Abaken.  Glei- 
chungen zwischen  3  Variabeln,  Abaken  mit  Ereuzun«[en,  Anomor- 
phose  Gebrauch  eines  Transparents  mit  3  Indices,  sechseckige  Aba- 
ken, oraphike  Anamorphose.  Allgemeine  Abaken  mit  abgemessenen 
Punkten,  Abaken  mit  3,  dann  mit  2  parallelen,  dann  mit  nicht  pa- 
rallelen Scalen,  dann  mit  2  geraden  parallelen  und  1  krummen :  dann 
mit  3  krummen  Scalen,  Anwendung  der  Methode  der  Punkte  abge- 
messen nach  den  empirischen  Gesetzen,  Abaken  mit  doppelter,  meist 
transversaler  Abmessung.  Systeme  von  2  Gleichungen,  Allgemeines) 
Berechnung  der  Profile  von  Wall  und  Graben.  Gleichungen  zwischen 
mehr  als  3  Variabein,  Elemente  zu  mehrern  Seiten,  Gerade,  Punkte 
zu  2  Seiten,  Elemente  zu  n  Seiten.  Bewegliche  Systeme.  Allgemeine 
Theorie,  analytische  Entwickelungen,  Untersuchung  der  Abaken  aus 
den  Gesichtspunkten  ihrer  Structur,  Untersuchung  der  daistellbaren 
Gleichungen  mittelsl;  eines  Typus  eines  gegebenen  Abacus,  differen- 
tielle  und  functionelle  Charaktere,  algebraische  Theorie  der  durch  3 
lineare  Systeme  vermessener  Punkte  darstellbaren  Gleichungen,  Dar- 
stellung der  quadratischen  Gleichungen  mittelst  Gerader  und  sich 
kreuzender  Kreise.  H. 


Optik,  Akustik  und  Elasticität. 

LcQons  616mentaires  d'  acoustique  et  d'  optique.  A  Tusage 
des  candidates  au  certificat  d'  etudes  physiques,  chimiques  et  na- 
turelles. Par  Ch.  Fabry,  Professeur  ad  Joint  ä  la  Faculte  des 
sciences  de  Marseille.    Paris  1898.    Gauthier  Villars  et  fils.   356  S. 
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Der  Vortrag  ist  beschreibend  ohne  Formulirung  und  Rechnung. 
Die  mechanischcD  Grundlagen  der  Theorie  des  Schalles  und  des 
Lichtes  bleiben  unberührt  und  unerwähnt.  Die  Gegenstände  sind 
folgende:  vibratorische  Bewegungen.  In  Betreff  der  Akustik  Ton- 
höhe, Fortpflanzung,  transversale  und  longitudinale  Schwingung. 
Timbre.  In  Betreff  der  Optik  Fortpflanzung ,  Reflexion ,  Brechung, 
Prismen,  Linsen,  Systeme  optischer  Centra,  Dispersion,  Spectra, 
Farben  der  Körper,  Achromatisraus,  optische  Instrumente,  das  Auge 
Geschwindigkeit  des  Lichts,  Undulation,  Interferenz,  Diffraction, 
Doppelbrechung,  Polarisation,  Photometrie.  H. 


Im  Reiche  des  Lichtes.  Sonnen,  Zodiakallichte,  Kometen 
Dämmerungslicht- Pyramiden  nach  den  ältesten  ägyptischen  Quellen 
Von  Herman  Grüson.  —  Zweite,  gänzlich  umgearbeitete  Auflage. 
Mit  57  Figuren  und  5  Tafeln,  zum  Teil  in  farbiger  Ausführung^ 
Braunschweig  1895.    George  Westermann.    263  S. 

Das  Vorliegende  ist  kein  Lehrcursus,  sondern  bietet  den  Un- 
kundigen, welche  Freude  au  Betrachtung  der  Lichterscheinungen  des 
Himmels  und  der  Erde  haben,  reichliche  Mitteilung  aus  den  Resul- 
taten der  Wissenschaft  über  daran  sich  knüpfende  Fragen  nebst  der 
Geschichte  des  Altertums  dar.  Die  Gegenstände  sind  folgende : 
Wärme  und  Licht,  die  Himmelskörper,  das  Tierkreislicht.       H. 


Zur  Theorie  der  Spiegelung  des  Regenbogens  an  einer  ruhigen, 
Wasserfläche.  Von  Dr.  Otto  Handel,  Realgymnasiallehrer.  Ab- 
handlung zum  Jahresberichte  Ostern  1887.  König  Wilhelms  Schule 
zu  Reichenbach  in  Schlesien..    Mit  einer  Figurentafel.    4^.    19  S. 

Tyndall  hatte  in  seiner  Vorlesung  über  Optik  dahin  entschieden, 
dass  ein  Spiegelbild  des  Regenbogens  nicht  gleichzeitig  mit  dem 
directen  Bilde  gesehen  werden  könne.  Eine  Reihe  angeführter  Ver- 
suche stimmen  hiermit  nicht;  ein  Spiegelbild  wird ,  einen  Specialfall 
ausgenommen,  jedesmal  gesehen.  Der  Verfasser  berechnet  den  Vor- 
gang; seine  Herleitung  ist  jedoch  nur  in  sehr  abgekürzter  Weise 
mitgeteilt.  Seine  Resultate  sind  folgende.  Bei  horizontaler  Richtung 
der  Sonnenstrahlen  liegt  der  Gipfelpunkt  des  reflectirten  Bogens  um 
die  doppelte  Höhe  des  Auges  über  dem  Wasser  tiefer  als  der  des 
direct  gesehenen  Bogens  gleicher  Farbe;  die  gleichartigen  Enden 
beider  Bogen  berühren  sich ;  das  Spiegelbild  selbst  ergänzt  den  über 
Wasser  sichtbaren  Bogen  zu  einem  Voll  kreise,  dessen  Centrum  ebenso 
hoch  über  dem  Wasser  liegt  als  das  Auge.    Das  Areal,  welches  das 
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Wasser   wenigstens   decken   moss,   wenn   das  Spiegelbild   dem  Be- 
obachter vollständig  sichtbar  sein  soll,  ist  durch  2  coaxiale  Hyperbel- 
zweige und  die  Regenwand  begrenzt    Der  Gipfelpunkt  und  der  Mit- 
telpunkt des  gespiegelten  Bogens  liegen  um  die  doppelte  Höhe  des 
Auges  Ober   dem  Wasser  tiefer  als  die  entsprechenden  Punkte  des 
direct  sichtbaren  Bogens  gleicher  Farbe-,   die  Ebenen  beider  Bogen 
haben   parallele  Lage.     Bei   constanter  Sonnenhöhe   erscheinen  die 
Gipfel  des  direct  sichtbaren  und  reflectirten  Bogens  um  so  näher  an 
einander  gerückt,  je  geringer  die  Höhen  des  Auges  über  dem  Wasser 
im  Verhältniss    zu    der   horizontalen   Entfernung    der   die  höchsten 
Punkte  des  Bogens  erzeugenden  Tropfen  ist.    Das  Areal ,    welches 
das  Wasser   wenigstens    decken  muss,    wenn   der   reflectirto   Bogen 
dem  Beobachter  vollständig  sichtbar  sein  soll,  ist  von  der  Regenwand 
und  2  Hyperbelzweigen  begrenzt,  deren  gemeinsame  Hauptaxe  in  der 
durch  Auge  und  Sonne  bestimmten  Verticalebene  liegt.     Die  hori- 
zontale Entfernung    der  Scheitel  beider  Curvenzweige  vom  Auge  ist 
ebenso  wie  der  Abstand  der  Scheitel  um  so    grösser,  je  höher  die 
Sonne  steht;  den  kleinsten  Wert  hat  jede  der  3  Grössen,  wenn  sich 
die  Sonne  im  Horizont  befindet.     Die  Begrenzungssehne  des  reflec- 
tirten Bogens  ist  und  erscheint  im  allgemeinen  kürzer  als  die  Sehne 
des  direct  gesehenen  Bogens  gleicher  Farbe.     Bei  irgend  einem  be- 
stimmten Stande  der  Sonne  findet  eine  Annäherung  oder  Entfernung  der 
gleichfarbigen  Enden  des  direct  gesehenen  und  reflectirten  Bogens  statt, 
je  nachdem  der  Beobachter  seinen  Standpunkt  erniedrigt  oder  erhöht, 
ohne  seinen  Abstand  von  der  Regenwand  zu  ändern.   Wenn  die  Sonnen- 
höhe z  abnimmt,   so  wächst  unter  sonst    gleichen  Verhältnissen  die 
Sehne,  über  welcher  der  gespiegelte  Bogen  sich  spannt,  bis  zu  ihrem 
Maximalwerte,  welchen  sie  für  »  =  0  erreicht.    Nur  im  letzt ern  Falle 
berühren   sich   die   correspondirenden    Enden    des  reflectirten  und 
direct  gesehenen  Bogens.  '  H. 


Les  radiations  nouvelles.  Les  Rayons  X  de  la  Photographie  ä 
travers  les  corps  opaques.  Par  Ch.  Ed.  Guillaume,  Docteur  ^s 
sciences,  Adjoint  au  Bureau  international  des  poids  et  mesures. 
Deuxi^me  Edition.    Paris  1896.    Gauthier  Villars  et  fils.    141  S. 

Im  2.  Capitel  werden  die  Röntgen'strahlen  beschrieben  und  her- 
geleitet, das  Spectrum,  die  Ausstrahlung  und  Absorption,  die  anomale 
Refraction,  das  ultraviolette  Licht,  akustische  Analogien,  Phosphor- 
escenz  und  Fluorescenz,  die  Energie  und  die  Vision  behandelt. 
Dann  folgt  die  Elektrolyse,  die  Entladung  in  den  Gasen,  erste,  zweite 
Periode,  die  Xstrahlen,  Versuch  einer  Theorie,  Anwendungen,  ver- 
schiedene Phänomene.  H. 
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Physik. 

Eine  Theorie  des  elektrischen  Stromes  anf  Grund  des  Energio- 
principes.  Von  Dr.  Ch.  Ernst.  München  1897.  Dr.  H.  Lüneburg. 
64  S. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  die  Gesetze  und  die  wichtigsten  Sätze 
des  Elektromagnetismus  und  der  Elektrodynamik  aus  dem  Faraday- 
scheu  luductioasgesetze  deductiv  ableiteu  kann.  Es  Kommt  ein  ein- 
heitliches Massensystem,  das  sogenannte  praktische  in  Anwendung. 
Es  wird  nach  einander  behandelt.:  der  elektrische  Energiestrom, 
das  Gesetz  der  producirten  Wärmeenergie,  das  Gesetz  der  produ- 
cirten  und  consumirteu  chemischen  und  thermischen  Energie,  das 
Gesetz  der  transportirten  elektrischen  Energie,  das  magnetische  Feld, 
magnetische  Kraftlinien,  Umschlingen  und  Schneiden  von  Linien  im 
positiven  und  negativen  Sinne,  Zahl  der  Schnitte,  Zahl  der  üm- 
schlingungen,  das  Gesetz  der  producirten  und  consumirteu  mechani- 
schen und  magnetischen  Energie,  die  fundamentale  Gleichung  des 
elektrischen  Stromes,  Verzweigung  eines  elektrischen  Stromes,  ein 
Stromstück  in  einem  beliebigen  constanten  Felde,  ein  Stromelement 
darin,  ein  Stromstück  im  Felde  eines  Magnetpoles,  ein  Stromelement 
darin,  endlose  gerade  Strombahn,  kreisförmiges  Stromstück,  ge- 
schlossener Weg  eines  Poles  um  ein  geschlossenes  Stromstück,  das 
magnetische  Feld  eines  Stromstückes,  Inductanz  einer  Curve  gegen 
ein  Stromstück,  Selbstinductauz  eines  Stromstückes,  Satz  über  die 
gegenseitige  Liductanz,  ein  System  von  Strömen,  Veränderung  eines 
solchen  bei  constanten  Lagen,  bei  constanten  Stromstärken,  allge- 
meine Differentialgleichungen  eines  Systems  von  St.römen,  specielle 
Fälle,  periodischer   Wechselstrom,  Energieumsätze  in  Wechselstrom. 

H. 


Elasticität  und  Electricität.  Von  Dr.  R.  Reiff,  Professor  am 
Gymnasium  zu  Heilbronn.  Freiburg  i.  B,  und  Leipzig  1893.  J.  0 
B.  Mohr.    181  S. 

Die  vorliegende  Arbeit  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Theorie  der 
Elektricität  der  Theorie  der  Elasticität  analog  und  Punkt  für  Punkt 
entsprechend  darzustellen  Dazu  eigne  sich,  räumt  der  Verfasser 
ein,  die  gewöhnliche  Theorie  der  Elasticität  nicht,  wol  aber  das  von 
W.  Thomson  aufgestellte  quasielastische  Medium ,  bei  welchem  nicht 
die  Dilatationen,  sondern  die  Drehungscoraponenten  den  magneti- 
schen Kräften  zugeordnet  werden.  Es  werden  behandelt:  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  elastischen  und  des  absorbirenden  Mediums, 
die  Analogien  zu  den  Erscheinungen  der  ruhenden  Elektricität,  die 
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Analogien  zu  den  Erscheinangen  der  stationären  Ströme  und  des 
rahouden  Magnetismus,  die  Beziehungen  zwischen  der  Wirbelbe- 
wegung und  den  Geschwindigkeiten,  der  Elektromagnetismus,  die 
Inductionserscheinungen  in  absorbirenden  und  elastischen  Körpern, 
Anwendungen  auf  die  Optik.  H. 


Elektricität  und  Licht.  Einführung  in  die  messende  Elektri- 
citätslehre  und  Photometrie.  Von  Dr.  0.  Lehmann,  Grossh.  Bad. 
Hofrath  und  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe. 
Mit  220  Holzstichen  und  3  Tafeln.  Braunschweig  1895.  Friedrich 
Vieweg  und  Sohn.    390  S. 

Es  wird  behandelt:  die  Polstärke,  die  Stromstärke,  die  Elektri- 
citätsmenge,  elektrische  Schwingungen,  elektrische  Strahlung,  Elek- 
trolyse, elektrische  Ladungen,  die  Lichtstärke.  H. 


100  einfache  Versuche  zur  Ableitung  elektrischer  Grundgesetze. 
Von  Prof.  Fr.  Busch.  Mit  18  Figuren.  Zweite  Auflage.  Münster 
1897.    Aschendorff.    36  S. 

Die  Schrift  unternimmt  es  zu  zeigen,  wie  man  die  Grundgesetze 
der  Keibungselektricität  an  der  Hand  von  ganz  einfachen  und  kosten- 
los auszuführenden  Experimenten  ableiten  kann;  dazu  genügen  einige 
Blätter  Papier,  einige  Stangen  Siegellack  und  einige  Meter  Draht 
vollständig,  um  mit  Hülfe  einiger  leicht  herzustellenden  Vorrichtungen 
jenen  Zweck  zu  erreichen.  In  2.  Auflage  hat  indes  der  Verfasser 
zugunsten  einiger  der  letzten  Versuche  den  Gebrauch  einer  vom 
Techniker  zu  liefernden  Vorrichtung  zugezogen,  nämlich  das  Gabel- 
elektroskops.  Es  werden  nach  einander  folgende  Gebiete  der  Elek- 
tricitätslehre  der  Beobachtung  eröffnet.  Allgemeine  Eigenschaften 
der  elektrischen  Kraft.  Leiter  und  Nichtleiter  der  Electricität.  Das 
Gabelelektroskop.  Positive  und  negative  Elektricität.  Das  Gesetz 
der  elektrischen  Anziehung  und  Abstossung.  Elektrische  Verteilung. 
Wesen  der  Elektricität.  Elektrische  Verteilung  durch  Verteilungs- 
elektricität  —  auf  Nichtleitern.  Freie  und  gebundene  Elektricität. 
Der  Elektrophon.  Die  Wirkung  der  Spitzen.  Nach  den  Versuchen 
werden  die  Folgerungen  zur  Begründung  der  Theorie  gezogen. 

H. 


Gours  ^16mentaire  des  manipulations  de  physique.    Ä  l'usage  des 
Candida ts  aux  ^coles  et  au  certifitat  des  ^tudes  physiques  naturelles. 
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Par  M.  Aim6  Witz,  Docteur  ^s  sciences,  Ing^oieur  des  Arts  et 
Manufactures,  Professeur  aux  Facultes  Catholiques  de  Lille.  Deu- 
xiöme  edition,  revue  et  augraent^e.  Paris  1895.  Gauthier  Villars 
et  fils.    118  S. 

Auf  den  vorliegenden  elementaren  Cursus  folgt  noch  ein  höherer 
Cursus  für  Candidaten  des  Licentiats.  Manipulationen  sind:  Ope- 
rationen des  Messens ;  fundamentale  Beobachtungen ;  Dichten ;  Wärme 
(Ausdehnung);  Aenderung  des  Aggregatzustands;  Calorimetrie ; 
Elasticität;  Optik;  Akustik.  H. 

Cours  de  physique  de  V  ficole  polytechnique.  Par  M.  J.  Jamin. 
Premier  suppl6ment.  Par  M.  Bouty.  Professeur  ä  la  Facult6  des 
sciences  de  Paris.  Chaleur,  acoustic,  optique.  Paris  1896.  Gauthier 
Villars  et  fils.     182  S. 

Die  Ergänzungen  zur  Wärmetheorie,  Akustik  und  Optik  setzen 
voraus,  dass  der  Leser  mit  den  Begriffen  und  elementaren  Sätzen 
der  Physik  vertraut  sei ;  der  grösste  Teil  enthält  Anwendungen.  Die 
Themata  sind  im  einzelnen:  Messung  der  Temperaturen,  die  Prin- 
cipien  der  Thermodynamik,  Aenderung  des  Volums  und  des  Aggre- 
gat/ustandes,  Gibbs  Theorie  der  Dissociatiation,  osmotischer  Druck, 
kritischer  Punkt  und  Capillarphänomeue,  Fortpflanzung  der  vibra- 
torischen  Bewegung,  iusbes.  dos  Schalles,  Untersuchung  der  Vibra- 
tiouen,  Fortpflanzung  des  Lichtes  und  Diffraction,  Interferenz  und 
ihre  Anwendungen.  H. 

Die  physikalischen  Erscheinungen  und  Kräfte,  ihre  Erkenntniss 
und  Verwertung  im  praktischen  Leben.  Von  Professor  Dr.  L.  G run- 
mach.   Leipzig  1898.    Otto  Spamer.    618  8. 

Das  Werk  handelt  vom  Messen,  vom  Schall,  vom  Lichte,  von 
der  Wärme,  vom  Magnetismus,  von  der  Elektricität ,  vom  Galvanis- 
mus,  von  den  Wirkungen  des  galvanischen  Stromes.  Gleich  im  An- 
fang wird  als  wesentlich  charakteristisch  hervorgehoben,  dass  die 
Naturerkenntniss  sich  erst  dadurch  auf  ihren  jetzigen  Stand  erhoben 
hätte,  dass  sie  die  bisher  nur  qualitativ  aufgefasste  Erscheinung 
auch  quantitativ  erforschte.  Damit  steht  aber  das  Verfahren  im 
ganzen  Buche  in  starkem  Widerspruch.  Der  Verfasser  musste  doch 
wissen,  dass  die  Mathematik  die  Lehre  von  der  Grösse  ist,  dass  also 
ohne  Mathematik  quantitative  Beziehungen  nicht  verstanden  werden 
können.  Gleichwol  hat  er  allen  mathematischen  Ausdruck  der  ent- 
deckten Gesetze  verbannt  und  verschwiegen;  die  genauen  Messun- 
gen, denen  er  .dio  Fortschritte  der  Wissenschaft  zuschreibt,  können 
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nur  als  ganz  massig  bei  den  Entdeckungen  erscheinen,  weil  mit  den 
Masszahlen  doch  nirgends  gerechnet  wird;  in  die  Theorie  wird  der 
Leser  gar  nicht  eingeführt,  er  bekommt  nar  vom  Treiben  der  Ge- 
lehrten etwas  von  aussen  zu  beschauen.  Demnach  sind  die  Worte 
des  Titels  teils  überhaupt  nicht,  teils  nur  mit  einschränkender  Deu- 
tung zutreffend:  die  Erscheinungen  und  Kräfte  sind  nur  von  quali- 
tativer Seite  dargestellt,  und  die  Erkeuntniss,  sofern  die  Theorien 
nicht  mathematisch  bestimmt  ausgesprochen  sind,  ist  überhaupt 
dem  Leser  nicht  zu  eingehendem  Verständuiss  erforderlich  mitge- 
teilt. Das  Verdienstliche  des  Werks  müssen  wir  daher  hauptsäch- 
lich in  die  reichlichen  historischen  und  litterariscben  Angaben, 
unterstützt  durch  zahlreiche  Porträts  und  Abbildungen  setzen. 

Hoppe. 
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LXVIII. 


Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  nebst  zahlreichen  Uebungen  und 
einem  Abschnitt  über  Krystallographie.  Zum  Gebrauch  an  höheren 
Lehranstalten  sowie  ftir  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  P. 
Sau  erb  eck,  Professor  am  Gymnasium  in  Reutlingen.  Mit  222  Ab- 
bildungen.    Stuttgart  1900.    ßergsträsser.     (Preis:  Mark  5.40.) 

Das  Buch,  welches  für  die  Bedürfnisse  der  Schüler  höherer  Lehr- 
anstalten geschrieben  ist,  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  räumliche  An- 
schauung gegenüber  der  algebraischen  Rechnung  mehr  zu  pflegen. 
Die  drei  ersten  Abschnitte,  welche  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
handeln,  schliesseu  daher  mit  einem  Abriss  der  darstellenden  Geo- 
metrie. Der  vierte  Abschnitt  bringt  eine  Darstellung  der  Krystallo- 
graphie, im  fünften  werden  die  regulären  Polyeder  und  die  Kugel 
behandelt,  im  sechsten  die  Rotationskegel  und  die  schiefen  Kegel, 
die  Kegelschnitte  und  die  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  ferner 
die  Kugelprojectionen.  Der  siebente  Abschnitt  enthält  Volumenberech- 
nungen. 

Elemente  der  Geometrie  der  Lage,  für  den  Schulunterricht  be- 
arbeitet von  Dr.  R.  Böger,  Professor  am  Realgymnasium  des  Jo- 
hanneums  in  Hamburg.  Mit  33  Fißfuren.  Leipzig  1900.  Göschen. 
(Preis  90  Pf.  cartonniert.) 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Betrachtungsweisen 
der  projectiven  Geometrie  in  den  Unterricht  am  Realgymnasium 
einzuführen.    Nachdem  der  Schüler  mit  den  metrischen  Definitionen 

▲rck.  d.  Math.  u.  Phys.    2.  Reihe,  Tl.  XVII. 
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der  Kegelschnitte  vertraut  gemacht  ist,  soll  eine  Theorie  der  Kegel- 
schnitte auf  Grund  der  Geometrie  der  Lage  gelehrt  werden.  Einen 
Ahriss  derselben  mit  einor  nichen  Aufgabensammlung  (74)  enthält 
das  vorliegende  Heft 


Elementare  Experimentalphysik  für  höhere  Lehranstalten,  be- 
arbeitet von  Dr.  Johannes  Russner,  Professor  an  der  Königl. 
Gewerbe- Akademie  zu  Chemnitz.  Erster  Teil:  Mechanik  fester 
Körper.  Mit  164  Abbildungen  im  Text.  Hannover  1900.  Jänecke. 
(Preis  gebunden  Mark  3.60.) 

Das  Buch,  welches  aus  der  Praxis  des  Unterrichts  hervor- 
gegangen ist,  ist  hauptsächlich  für  Schüler  an  technischen  Mittel- 
schulen bestimmt  Es  enthält  deshalb  eine  Aufgabensammlung  und 
bei  den  Beispielen  auch  die  wichtige  Angabe  der  Dimensionen  der 
physikalischen  Grössen. 


Sammlungen. 

Realistische  Chrestomathie  aus  der  Litteratur  des  klassischen 
Altertums  von  Max  C.  P.  Schmidt,  Gymnasialprofessor  in  Berlin. 
In  drei  Büchern.  L  Buch.  Mit  56  Figuren.  Leipzig  1900.  Dürr. 
(Preis  geh.  Mark  2.4i*.) 

Die  Sammlung  enthält  eine  Reihe  von  griechischen  Texten  ans 
Euclid  I  und  II,  aus  Ptolemaeus,  Nicomachus  und  Diophant,  nebst 
einer  Einleitung,  in  welcher  die  Autoren  und  ihre  wissenschaftlichen 
Leistungen  nebst  ihrer  Bedeutung  für  die  Entwickelung  der  Mathe- 
matik kurz  dargestellt  sind. 


Vierstellige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln.  Schul- 
ausgabe. Bearbeitet  von  Dr.  F.  G.  Gauss.  Halle  1900.  Eugen 
Strien.    (Preis  gebunden  Mark  1.60.) 

Ausser  den  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonometrischen 
Functionen  enthält  die  Tafel  Quadratzahlen,  die  Zahlen  der  Sinus, 
Cosinus,  Tangenten  und  Sehnen,  siebenstellige  Logarithmen  der 
Zahlen  von  1,000  bis  1,120  (zur  Rentenrechnung)  und  eine  Reihe 
Naturkonstanten.  Tritt  die  Zahl  5  an  letzter  Stelle  auf,  so  ist  an- 
gegeben, ob  nach  oben  oder  nach  unten  abgerundet  ist 
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Analysis  und  Differentialgleichungen. 

Synopsis  der  höheren  Mathematik  von  Johann  G.  Hagen  S.  J., 
Director  der  Sternwarte  des  Georgetown  College,  Washington  D.  C. 
Dritter  Band  (in  5-6  Lieferungen  ä  Mark  5.00).  Differential-  und 
Integralrechnung.    Berlin  1900.     Felix  L.  Dames. 

Die  erste  Lieferung  enthält: 

L  Abschnitt:  Die  Elemente  der  Differentialrechnung.  (Anfänge 
der  Infinitesimalrechnung,  der  Differentialquotient,  das  Differentiiren, 
Vertauschung  der  Veränderlichen.) 

II.  Abschnitt:  Die  Elemente  der  Integralrechnung  (Definitionen 
des  bestimmten  Integrals;  Umformungen  des  bestimmten  Integrals; 
das  Integrieren  der  einfachsten  algebraischen  Funktionen;  das  Inte- 
grieren der  einfachsten  transcendenten  Funktionen;  näherungsweise 
Integration.) 

III.  Abschnitt:  Neuere  Rechnungsarten.  (Derivation  mit  aU- 
gemeinem  Zeiger,  Cauchy's  Residuenkalkül,  Quotial  und  Instaural^ 
Aufzählung  verschiedener  Methoden  kleineren  ümfangs.) 

IV.  Abschnitt:  Transformationsgruppen.  (Darstellung  der  Trans-  . 
formationen  und  Gruppen  durch  Gleichungen,  Definitionen  besonderer 
Eigenschaften,  die  einer  Gruppe  zugehörigen  Gruppen,  die  grund- 
legenden Sätze  der  Gruppentheorie,  Invariante  Funktionen  und  Ge- 
bilde, Bestimmung  der  Transformationsgruppen  in  beschränkten  Fäl- 
len, die  projectiven  Transformationsgruppen.) 


Die  kubische  Gleichung  und  ihre  Aufklärung  für  reelle,  imagi- 
näre und  komplexe  Wurzeln.  Ein  Versuch  von  Thilo  vonTrotha. 
Berlin  1900.    Wilhelm  Ernst  und  Sohn.     (Preis:  Mark  2.50.) 

Die  Schrift  enthält  eine  elementare  Methode  zur  angenäherten 
Berechnung  der  Wurzeln  der  Gleichungen  dritten  Grades.  Der  Ver- 
fasser, der  mit  den  Lehrsätzen  und  Methoden  der  Algebra,  wie  man 
sie  z.  B.  in  Webers  Lehrbuch  findet,  wenig  vertraut  zu  sein  scheint, 
führt  eine  Reihe  neuer  und  seltsamer  Bezeichnungen  ein. 

Die  symmetrische  Function  der  Wurzeln  {x^x^x^)-. 
(ojji  —  x^Y  —  (ajjL  —  x^)  (ajj  —  X3)  -f  (iCi  -—  x^Y  =  s 

wird  als  „der  kleine  Schlüssel",  die  Function 

(2a;2  —  x^  —  iCg)  ('iafg  —  x^  —  x^)  (2iCj  —  x^  —  x^)  ^^  S  ^^^  A  .  B  .  C 

als  „der  grosse  Schlüssel"  bezeichnet. 
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Ans  dem  ganz  willkürlichen  Ansatz 

A  =-  sh^ 
folgt  dann 

wo 

D  «=  «^  „der  allgemeine  Faktor"  und 

E  =  y(3  — Ä)*i8  „der  besondere  Faktor"  genannt  wird. 

Durch  Interpolation  kann  man  nun  mit  Ilülfe  eiuer  Tabelle  aus  dem 
bekannten  Wert  von  S  und  s  z  bestimmen,  daher  auch  A  und  hier- 
aus B  und  C  durch  Ausziehen  von  Quadratwurzeln;  hieraus  endlich 
erhält  man  x^  a-,  und  xg.  Für  imaginäre  Werte  von  E  erleidet  die 
Methode  eine  Modification. 


Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik. 
Nach  Riemanns  Vorlesungen  in  vierter  Auflage  neu  barbeitet  von 
Heinrich  Weber,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität 
Strassburg.  Erster  Band.  Mit  eingedruckten  Abbildungen.  Braun- 
schweig 1900.    Vieweg. 

Aus  den  Riemann'schen  Vorlesungen  (in  den  früheren  Auflagen 
von  Hattondorf  veröffentlicht)  ist  ein  vollständig  neues  Werk  ge- 
worden, von  dem  hier  der  erste  Band  vorliegt.  Der  Herausgeber 
hat  die  Theorie  der  Electricität  und  des  Magnetismus  neu  hinzu- 
genommen, wobei  nicht  nur  die  Theorie  der  Electrolyse  in  einem 
besonderen  Abschnitt  behandelt  wird,  sondern  auch  die  MaxweH'sche 
Theorie  entwickelt  wird.  Dadurch  wird  im  Sinne  Riemanns  das 
Werk  weitergeführt,  der  ja  schon  eine  gemeinsame  Quelle  für  die 
verschiedenen  Naturerscheinungen  suchte,  wie  sie  später  in  der 
MaxweU'schen  Theorie  sich  ergeben  hat.  Auch  sind  Riemanns  eigene 
Untersuchungen  (z.  B.  seine  Theorie  der  Nobilischen  Farbenringe  j  in 
grösserem  Umfang  in  das  Werk  aufgenommen  als  bisher.  Dass  die 
Frage  nach  den  Grundsätzen  und  die  modernen  Hülfsmittel  (Vectoren- 
rechnung)  der  mathematischen  Physik  eine  eingehende  Berücksichti- 
gung gefunden  haben,  sei  noch  besonders  hervorgehoben. 

Dass  die  Riemann'schen  Vorlesungen,  die  wie  kein  anderes  Werk, 
mathematische  Strenge  (z.  B.  in  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen) 
mit  einer  Fülle  von  physikalischen  Kenntnissen  vereinigen,  auch  in 
dieser  neuen  Gestalt  eine  grosse  Verbreitung  finden  werden,  ist  sicher. 
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Physik. 

Die  Gravitation  der  kleinsten  Massenteilchen  von  J.  Jos.  Gilles, 
Professor  am  Köaigl.  Gymnasium  in  Essen.  Essen  1900.  G.  D.  Bä- 
deker.    (Preis:  Mark  l.?0.) 

Im  Gegensatz  zu  der  in  den  letzten  Jahrzehnten  herrschenden 
Tendenz,  die  Fernewirkung  aus  der  theoretischen  Physik  zu  ver- 
bannen, ist  der  Verfasser  der  Ansicht,  dass  man  umgekehrt  die  Er- 
scheinung des  Stosses  durch  Fernewirkung  erklären  kann.  Stoss- 
wirkuugeu  (wie  sie  Isen krähe  annimmt)  können  nur  qualitativ  die 
Fernewirkung  erklären,  niemals  quantitativ  das  Gravitationsgesetz 
ergeben.  —  Durch  Annahme  einer  geeigneten  Anordnung  der  Atome 
gelingt  es,  die  Cohäsionserscheinung  durch  Gravitation  zu  erklären. 


Papers  on  Mechanical  and  Physical  Subjects  by  Osborne  Rey- 
nolds, F.  R  S.  etc.  etc.  Reprinted  from  various  transactions  and 
Journals.    Vol.  I.    Cambridge  1900.    üniversity  Press.    (Price  15  sh.) 

Sammlung  der  Abhandlungen  des  Verfassers  aus  den  Jahren 
1869— 18S2,  enthält  Abhandlungen  über  Reibung,  über  den  Molecular- 
zustand  der  Gase  und  über  kosmische  Physik  (Wirkung  des  Blitzes, 
Schallveränderung  durch  Nebel,  Einwirkung  des  Regens  auf  die  be- 
wegte See,  Bildung  von  Hagel  und  Regentropfen,  Wirkung  des  Oels 
auf  Wellen  u.  s.  w.)  sowie  nautische  Untersuchungen  (Steuerung  von 
Schiffen). 


Bei  der  Redaktion  eingregrangrene  Schriften: 

Geometrie  und  Algebra. 

Ebene  Geometrie.  Nach  den  neuen  Lehrplänen  bearbeitet  von 
Dr.  Karl  Schwering,  Direktor  des  Kaiser- Wilhelms-Gymnasiums 
in  Trier  und  Dr.  Wilhelm  Krimphoff,  Oberlehrer  am  Gymna- 
sium in  Paderborn.  Dritte  Auflage.  Mit  151  Figuren.  Freiburg 
im  Breisgau  1900.  Herder.  (Preis  Mark  1.60,  gebunden  Mk.  1.95.) 
(Vgl.  Litterarischer  Bericht  51,  p.  31,  und  63,  p.  25.) 

Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  für  die  Prima  höherer 
Lehranstalten  vonProf.  Dr.  J.  Lange,  Direktor  des  Königstädtischen 
Realgymnasiums  in  Berlin.  Mit  55  Figuren  im  Text  Zweite  ver- 
besserte Auflage.  Berlin  1900.  H.  W.  Müller.  (Preis:  Mark  1.20, 
gebunden  Mark  1.50.) 
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Oeometria  rettilinea  e  cnrvilinea  metodo  preeuclideo  e  crono- 
goniometria  per  Eorico  Bagnoli.    Roma.    Löscher. 

Trattato  delle  cor  de  nel  circolo  per  £.  Baguoli.  Roma.  Löscher. 

MoDatshefte  für  Mathematik  und  Physik.  XI.  Jahrgang.  1900. 
2.  und  3.  Vierteljahr.    Wien.    Verlag  des  Math.  Seminars. 

American  Journal  of  Mathematics.  Vol.  22,  No.  2.  April  1900. 
Baltimore.    The  Johns  Hopkins  Press. 

Kon.  Akademie  van  Wetenschappen  te  Amsterdam.  Verslag  van 
de  gewone  Vergadering  der  wis-  en  natuurkundige  Afdeeling.  26.  T. 
1900.    30.  VI.  1900. 

Die  Schulalgebra  als  niederste  Analysis.  Herrn  Dr.  Felix  Kleio, 
0.  ö.  Professor  der  Universität  Göttingen,  in  Hochverehrung  gewid- 
met von  Aug.  Moroff,  k.  Gymnasiallehrer.  Programm  des  k.  alten 
Gymnasiums  zu  Bamberg  für  das  Schuljahr  1899/1900. 

Physik. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Physik  an  der  technischen 
Militär-Akademie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  ausgewählter  Ka- 
pitely  insbesondere  der  Mechanik,  von  Albert  von  Obermayer, 
K.  u.  K.  Oberst.  Mit  709  Abbildungen  im  Texte.  Wien  und  Leipag 
1900.    W.  Braumüller.    (Preis:  16  Kronen  «  Mark  13.40.) 

Ad.  Wernicke's  Lehrbuch  der  Mechanik  in  elementarer  Dar- 
stellung mit  Anwendungen  und  Uebungen  aus  den  Gebieten  der 
Physik  und  Technik.  In  zwei  Teilen.  Erster  Teil:  Mechanik  fester 
Körper.  Von  Dr.  Alex  Wernicke,  Director  der  städtischen  Ober- 
realschule und  Professor  au  der  Herzogl.  Technischen  Hochschale 
zu  Braunschweig.  Vierte  völlig  umgearbeitete  Auflage.  Erste  Ab- 
teilung: Einleitung.  Phoronomie.  Lehre  vom  materiellen  Punkte. 
Mit  eingedruckten  Abbildungen.  Braunschweig  1900.  Vieweg.  (Preis 
geheftet  Mark  4.—,  gebunden  Mark  4.60.) 

—  Zweiter  Teil:  Flüssigkeiten  und  Gase  von  Bichard  Vater, 
Dozent  an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  Aachen.  Dritte  völlig 
umgearbeitete  Auflage.  Mit  234  eingedruckten  Abbildungen.  Braun- 
schweig 1900.  Vieweg.  (Preis  geheftet  Mark  5. — ,  gebunden  Mark  5.60.) 

Die  Photographie  im  Dienste  der  Himmelskunde  und  die  Auf- 
gaben der  Bergobservatorien.  Mit  zwölf  Gutachten  von  Fachgelehrten 
Oesterreichs,  Deutschlands  und  Amerika's  über  das  Projekt  der  Er- 
richtung einer  Sternwarte  auf  dem  Schneeberg.  Von  Dr.  Karl 
Kostersitz.  Mit  23  Illustrationen  und  2  Tafeln  in  Heliogravüre. 
Wien  1900.    Carl  Gerold's  Sohn.     (Preis  geh.  Mark  1.70.) 
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